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的 主要 成 果 ， See, ORM, layra BEC 并 三 章 ) ， 
主要 介绍 了 以 P.3.XaomxgHcKaR 为 首 的 苏联 学 者 在 这 方 面 的 主要 成 
SR. 第 二 篇 比较 方 法 《 共 二 章 ) ， 主 要 介绍 以 G,S.Ladde 为 首 
的 美国 学 者 自 1973 EMRE 这 方面 取得 的 主要 成 果 以 及 国内 近 几 年 
来 所 做 的 一 些 工作 。 第 三 篇 ， 其 他 共 一 章 ) ， 主 要 介绍 旦 前 随机 微 
分 方程 稳定 性 理论 发 展 中 不 够 成 热 并 要 进一步 研究 的 一 些 向 题 ， 为 方 
恒 读 者 ， 对 弘 章 所 必需 的 预备 知识 都 尽 可 能 地 作 必 要 的 回顾 . 

本 书 可 作为 高 等 学 校 散 学 、 应 用 数学 、 自 动 控制 、 系 统 工程 、 缀 
RADAR LRAT, NANAS, 也 可 供 
有 关 的 科技 并 作者 参考 。 
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近 二 十 余年 来 ， 由 于 科学 技术 的 飞 巡 发 展 ， 陆 机 园 素 对 
邓 统 的 影响 ， 日 益 受 到 人 们 的 重视 ， 从 而 必 为 概率 论 与 常 微 
分 方程 相 结 合 发 展 而 成 的 随机 微分 方程 这 一 边 暗 学 科 ， 也 担 
SIT EDAR. 在 这 一 边 缔 领域 中 ， 随 机 概 分 方程 稳定 性 理 
论 ， 在 确定 性 党 微分 方程 稳定 性 理论 与 随机 过 程 理论 的 基础 
上 发 展 特别 迅猛 。 而 且 应 用 也 越 来 越 广泛 。 热 而 由 于 众 所 周 
知 的 原因 ， 国 内 对 贿 宙 微分 方程 稳定 性 理论 的 研究 与 应 用 ， 
还 是 近 几 车 的 事 。 

为 了 适应 我 国 四 化 建 证 的 需要 ， 往 专 望 对 这 一 领域 的 理 
褒 与 应 用 的 研究 。 尽 快 赶 上 现今 发 展 的 潮流 有 BL E 
为 了 党 斌 对 随机 微分 方 袜 稳定 性 理论 的 发 展 必 一 初步 小 结 ， 
以 “抛砖引玉 ”。 作 者 在 1983 年 编写 的 研究 生 教 材 的 基 天 
bk, MKT APHHEL, BORER MRA, PAT IO 
欧文 献 资 料 。 编 写成 此 书 。 

全 书 肉 容 分 为 三 篇 。 第 一 篇 ，JIamyHoa 直接 法 。 EE 
Bis T vk Xaceunncrnt 为 首 的 苏联 学 者 在 这 方面 的 主要 A 
采 。 苇 二 篇 ， 比 较 方 法 。 主 要 总 结 了 以 Ladde 为 首 的 美国 学 
者 自 1978 年 以 来 所 作 的 一 系列 工作 以 有 国内 这 几 年 所 做 的 
一 些 工作 。 第 三 篇 ， 其 他 。 主 要 介绍 目前 随机 微分 方程 稳定 
性 理论 发 展 中 ， 不 恕 成 熟 蕉 需要 进一步 研究 的 一 些 问 题 。 作 
yitik, APURAR, KWL-KH, RH 
三 部 分 内 容 又 基本 上 是 彼此 独立 的 。 对 其 兴趣 于 某 一 方面 的 
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， 可 直 续 阅读 第 三 篇 。 即 使 在 第 一 篇 或 第 二 篇 中 款 有 时 
HES, adap age ek, 跳 这 它们 不 损害 全 节 atk 
SH. ATHERE, AS PRE 8G TRB fo TRA T fe FE 
概 禧 性 的 回 磊 。 此 和 外， 在 各 率 末 收集 了 与 名 阐 内 容 有 关 的 大 
EER, HK, ATIB a HH, 

EPERE, RAPAE BAL EF Sn Nip ob EES 
R, FARRAH, ERER ERK AS He sF 
hae ad E E ESEE TT PAA i, atA th Be 
TRL PR RAS 

{Pa ERAS 错误 和 不 当 之 处 在 PTE R, ahaa 
FEJRE, 


HHI 
_1985 年 7 月 于 南京 大 学 . 
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E, Er BE, xi oe, 

A, REA HAR 

Xa: BO AMER 

XA), MEX ( HAE 

A*， 拒 阵 Aitte 和 
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全 下) DEn ( se ag ) 

L, AAR RD LMT RAMS) 的 类 《对 于 在 每 有 限 
ERP RAT RM BRS), FU A 
iy FfELAZ) 


C: 关于 区 满足 局 部 下 ipschitz #4, X T taji iA 
KV CX, t) 的 类 

Cy TOLRE & 4 Lipschitz ii AVX, 的 
类 

OCU: ZLFER CR LPFOR), SFXAKEE 
TRAFIC HEART eH TAD 的 类 

CMT); RX=O FP, MSE 于 下 (EL 二 次 AM 
TH, KP CCED) ktk TMH BRT 的 夷 

CU, A UG abi a RK 

#4; A APECLO, P}, El pO 30 A Ate) KT UR PH 

36 a, o KR CB Opec) . 

vý. 5 Ab ECL, p) Elb =0 2d) 2 He BE 

5 7) chy He GR 

EX., MA: acO, p) xE, Eil, a(0,7)=08 ate, t) 对 
FiCEi KF uF BiH Aan 

PAIPA: AA .DECTU(p), ETNO ECE, Ef) ), 0(0)=0, 
4X Oe (X) A RdA 


Lyla, BICSp<oo)， WR, PL | SO dicoo} =1 的 看 
init fw) 的 类 


Mala B]: WR: FEDRA BJAE| | fG) tdt <00 mae 
iL 4B FU, 0) HK 


党 微分 方程 在 物理 。 工 程 技术 、 生 物 和 经济 等 领域 中 的 
应 用 是 众所周知 的 ， 然 和 而 随 著 科 学 技术 的 发 展 ， 葡 求 对 实际 . 
问题 的 描述 念 来意 精 确 。 因 此 ， 随 机 因素 的 影响 就 不能 轻易 
地 被 忽略 ， 于 是 对 某 些 实际 过 锤 的 分 析 也 就 有 必要 从 通常 的 
确定 性 观点 转 到 随机 的 观点 ， 关 而 对 这 些 实际 系统 的 描述 ， 
RE TAR ASE EPS BL A, f 
Šk PELISSA (Random differential’ equations). 

随机 微分 方程 的 研究 ， 是 随 着 随机 进程 理论 与 常 微分 方 
ERIC HET TOKE RR. Ri, Seem 
格 数学 理论 建立 之 前 一 十 年 》 ETS SORE TR EL, 
积分 问题 。1903 年 Gibbs ETRY Pe, BE 了 
保守 力学 系统 的 Hamilfon-Jacobi 微分 地 各 组 的 积分 ， 初 
始 状 态 是 足 桃 欧 ， 这 基 最 早 提 出 的 随机 微分 声 程 问题 。1908 
Æ, Langevin pA Brown 运 运动 时 就 得 到 形 如 


de 
m= Ba + yet) 


的 微分 方程 其 中 ，% 天 液体 微粒 在 某 -… 方 向 的 运动 速度， 

— Ax 表 介 质 对 微粒 的 影响 ， 即 为 摩 氛 力 作用 M, yO Be op 

质 中 分 子 运动 对 微粒 的 碰撞 构成 的 承 机 作用 方 。 这 种 形式 的 

方程 称 为 Langevin 方程 .在 具体 的 物理 问题 草 研 究 中 ,虽然 

经 常 过 到 Langevin 方程 ， 然而 对 它 确切 而 又 严格 的 数学 措 

述 ,直到 1951 年 Ite 发 表 了 落 名 的 1to 型 随机 人 微分 方程 的 论 
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OCS BAER. to. Bale Pea] TR ey a 
RGE RUS, ARRA PRY BARDS fe] 方式 Syski™ 在 
1987 年 将 随机 微分 方程 分 为 三 大 洪 。 
《一 ) SAMA REM MRR A 
Ia, BREA OER ee, M 
REPL TEAR oy BE a ae fE NO 30 FESS Ted PE a 33 HF a P 
经 常 出 现 。 l 
“CR RAMAS ( edo + rer a 
o. Am. . 
oo = fe, +y Ct)» ki) = fy. 
MAAA Mota — Mae . Tangevia 方 程 全 
ABR. BHO BEER, Lee a 
RS AVM My EMA Ea. ARIES [to-F 1951, TE 
先 提出 Ito WME WB o. oe ON 
. UD = btatth, Dat + or (elh, Ddo On Bayt 
其 中 wiley AW iener WR, do Ate RM Fes. 
JJto- 方 程 是 百 前 随机 答 公 方程 研究 的 一 个 下 全 重要 的 方 
E. HARR BE Markovi, AILE AAE 
论 和 控制 吾 论 的 应 用 ， 都 具有 恒 万 的 意 必 。 通常 一 般 文献 中 
以 “Stochastie differential equations” Jg ItO 74 ATE ( 447k 
作 随 角 微 分 方程 )。 O 
(= ) PERERA AASE 
一 般 如 i 


GONE D De s= Za» 
其 中 ， fyi, 10), 20) Pf GEN BOR, BP PG SE 
如 这 这 总 三 类 方 种 中 最 为 国难 而 且 又 与 实际 问题 联 应 最 多 部 


A 
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一 类 。 这 类 方程 最 单 是 Bergmamrm 于 1946 年 在 研究 海洋 中 

音 传播 问题 时 ， 由 于 折射 率 芍 随机 法 化 而 TE Ry R 
Iie 方 竹 也 研 袖 为 一 类 特殊 的 具 朋 随 机 系数 的 随机 微分 方程 . 

ELERA, AO TO RA, FES RR 
匮 中 ,一 个 方程 程 往 可 以 是 既 民 这 一 类 ， 义 属 那 一 类 ， 所 以 
上 面 的 分 类 法 ， 只 是 独 出 随 如 因 案 进入 微分 为 各 的 三 种 途径 
We. | 

MAREE, ROY PALL EE 2 
TAY ee he. ET PE A R, ' 因 此 
BEILE HT PER DASE RA RA | 在 这 些 领 域 中 ， 随 
MASHHAD WG, ENT ATE 
定性 理论 的 研究 一 样 ， ESE RS a 
方面， ERENT RG AT EN ARETE, 
WHAT PRBMRNS - 

ERG HHRREARC UP, Tanynon 直接 法 【也 
称 Jiaryaoa 第 二 方法 ) 是 确定 二 艇 非 线 性 案 统 稳定 性 的 较 
Hg SRR Wak BA A ES A AT FR 
ARAM AE TF, AS PR ARSE AEE PA Ho OR TR HE 
TEDA, WEA 分 RR, AARAA EARE NT 
RRA, DPE HR PR eR, É 
BEM HE eee Ia iyot Hee iy — Pe 
支部 他 ,1959 年 Bertram™ AA. 首先 提出 用 ,Jayaos BE 
宅 性 的 锯 仿 和 方法 来 研究 随机 微分 方 种 篇 芍 稳 定性 Es 
主要 由 于 美 WH Bacy, Kushner, KKozin 等 以 及 3 苏联 .得 
Ciuxwan, Xacsurucnat se Kieth, PL Tlanynzos fa = 
ER pA TE ORENA. REE PB 的 第 一 篇 中 


Sy TT ME 


比较 方法 是 常 微分 方程 稳定 性 理论 中 的 一 个 十 分 重要 已 
行 之 有 效 的 方法 。 它 是 anyos 函数 概念 与 微分 不 等 式 理 
论 相 结合 的 结果 ， 其 特点 是 遂 过 引进 一 个 一 阶 或 低 阶 ) 的 
辅助 系统 ， 在 相当 骅 的 条 件 下 ， 利 用 微分 不 等 式 来 建立 浴 所 
考察 的 〈 高 阶 ) 系统 解 轨 道 的 JIarzyaoa BR SHAR 统 的 
- 解 之 间 的 比较 关系 式 ， 这 就 是 所 谓 比较 定理 。 通 过 比较 定 
理 ， 在 一 定 的 条 件 下 ， 根 据 一 阶 〈 或 低 阶 ) 辅助 系统 解 的 某 
种 定性 性 质 ， 就 可 推 得 所 考察 的 ( 高 阶 ) 系 统 解 的 相应 的 定性 
人 狂 质 ， 这 就 是 所 谓 比较 准 巾 .关于 比较 方法 在 随机 微分 系统 
中 的 推广 ， 主 要 是 Ladde 等 人 ， 自 1973 年 以 来 所 作 的 一 系 
列 工作 开始 的 ， 他 们 将 常 徽 中 的 比较 方法 推广 到 随机 微分 系 
统 ， 并 用 来 研究 随机 泛 函 微分 方程 以 及 Ito 方程 解 的 稳定 性 
SAME. FITC aL, BALE RAR M 
SST. FT EA E E ET a LE 
结果 . l 

在 确定 性 系统 的 稳定 性 理论 中 ， 有 一 种 称 之 为 简化 原理 
的 方法 ， 客 是 研究 临界 倩 形 称 定性 的 基础 。 该 诛 理 使 得 我 们 
有 可 能 对 一 个 C +m) 维系 统 XG) 的 稳定 性 研 
F ' 化 简 为 如 下 两 个 系统 的 稳定 恰 的 研究 , 一 个 是 向 量 X(t) 
的 首次 近似 的 1 维系 统 《 此 近似 式 的 系数 均 假 设 为 与 了 无 
KR); 另 一 个 是 通过 在 对 了 的 方程 中 置 X=0 而 得 到 的 加 4 
系统 【 见 Malkinc ) .简化 经 理 在 随 宙 微分 系统 中 的 推广 ， 
这 上 面 的 工作 至 今 还 不 案 ， 我 们 将 在 本 书 前 第 三 篇 中 加 以 介 
绍 。 另 外 ， 我 位 还 将 在 第 三 篇 中 讨论 随机 微分 方程 稳定 性 理 
论 中 的 某 些 问题 ， 鲁 如， 由 首次 近似 决定 的 稳定 注 与 不 稳定 
性 ， 等 等 。 

FELASA RIC. (EULER Curtain! A 
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RE SAA ARTA. HBR PS a EY — pn 
信和 粕 分 方程 和 汪 后 油分 方程 。 可 由 无 穷 维 的 随机 微分 方程 
利用 半 群 或 发 展 算 子 来 描述 . 关于 Hilbert 空间 中 的 随机 微 
分 方程 的 稳定 性 理论 ， 近 几 年 来 由 于 Hausman, Zabezyk ph 
及 Ichikawa 等 人 的 努力 ， 也 得 到 了 较 快 的 发 展 、 由 于 篇幅 
关系 ， 半 于 这 方面 的 内 容 ， 我 们 就 不 准备 在 本 书 中 介绍 了 ，。 
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系数 为 一 般 随 机 过 程 的 微分 方程 
的 有 界 性 与 稳定 性 


“$1.1 有 关 概 率 论 知识 的 回顾 


为 了 使 于 应 用 ， 我 们 先 对 本 章 所 要 用 到 的 概率 论 中 的 一 
些 臣 本 概念 和 结果 加 以 概略 的 同 顾 。 


一 、 概 率 空 间 


祥 杰 空间 ( 或 基本 事 人 性 空间 ) : Q= {wo}, Fw RW 
样本 点 或 基本 事件 . ， 

称 马 的 子 集 类 Wy — A oR, 如 果 

(ly aew, 

(2) # ACM, ii A’ ex (其 中 A’ 记 为 ARIS). 


(3) 4 ALE WU n=1,2,--, 出 U A EM. 


对 中 的 集 均 称 为 随机 事件 , 故 5 (RRM Ray RRR, 

EXE A LW PER, APP OL A UE ER Pw) = 工 的 
FAR 了 ， 称 为 一 个 概率 测度 。 于 是 将 样本 空间 O, OTR 
Mo RU Re Lew LRA EP, 三 者 联系 起 来 构 
RAZLE: (2, U, P) 称 为 概率 室 间 , 其 描述 了 基 个 统计 试 


I 


$ RS a ELM. 

PEPE SR), MAE, 
PAD 50, BCA, M BEN, BI P) 必 等 于 86。 本 书 
中 ， 汐 了 避免 许多 繁 项 的 关于 零 狂 集 的 子 集 和 的 说 明 。 总 假设 
了 为 一 完全 概率 测度， EM CG, X, P Ar ALAKEN, 
二 、 枝 率 测度 的 一 些 基本 性 质 ek 


COMA. WAEN Bed, ACB, MPLP). 
2 可 列 兴 可 加 性 。 对 于 各 中 前 任意 有 限 或 可 列 FF 7 


-L, PC U ADS DPA). 


(3) FREE, WA, 6 n= 1,2, e, HAC ACCA 


Nn 


Co, M PCA.) = limaP(4). 
(OLERE, A Swe T, By HADAD DA, 
D4. PCN AD =P), 


=, MPRA HSA 


人 上 的 一 个 UR BLS hae FEA BB HE (ox), ERA 
ERTE. 

AHEM. RAKARE 2 ERR AE AE eLa 
Fe, BE = Elo fw) R2 o PR A 
向 量 . 四 

— Ary EAS PLA Elo) 可 区 它 的 联合 分 布 菌 数 : 
机 (人 S250) = Piai (a) <a, °F, (@) <a) 来 确定 、 

REPLIES Elo) NOR, je RAS 


FE = f n Pde) . 


ER Ewi yA, - 
给 年 BREN CE 或 一 个 jx? BEE o = fe Gal, 
Boevski J=1,2,,D, ie RAE 


: 4 aie i 
XI lel = Camas iF. 
=li= 
了 手 是 有 不 等 式 


[Xe ri 


ie TCE Æ EEE aa RF REF, BB EAH Fe Fy 
T, Hee -teT, ee 个 定义 在 (Q, A, Py AS Re 
PERE w); FREA LER {Etsy fET} AON, P ) 
上 的 一 个 随机 过 程 。 计 加 定 的 w E 2, RAK EG, w) oy 
此 湖 机 过 程 的 一 eA HERR 
1, Peta ae - 
{8B y PAK Ay 5 B= Ca, 01 HY Borel PÆN RE, PK 
eB MIR RR 
(2,1, PP) 上 的 过 程 (Ces) 2 Lord) ARITE: I, 
oy HEG w) 是 eX ENSA 
2,7 AEn Ae 
EE t OME T) LAB SM SFT Pay 
RETER GE - MEN RN, PIO T RATS ACE 
NTR IcT, 有 
æl a) EAr CDEN Ufat€G,@) GA. PETS 
IER, Fe RARE Boe Se, N ARI Boob, 











3. 过 程 的 随机 连续 性 
WEG, 0), ET) HE RSET 是 称 为 随机 连续 的 ， 
如 果 对 每 8>0, AMPEG, o) ~ ECs, @) [De =0, ARE 


frs tht, €¢t,@)- —2-- +£(s,0). MH ERAT Sts” 
Mow “t ts” CBee”), WHA (RA) MER. 
4, dt hin triad 
过 程 (EG, w), t C (a, d) 的 样本 画 数 在 tu,3) 上 是 以 
ARIER, 如 果 i 
PC uy, 《es limf EG +h, œ) 一 TEG o) | IFO) = 0, 


如 时 过 程 在 (a, 6). LE A BE 率 1 连 P 的 a 在 
端点 a,b A REA BOE 1 EH, U 称 此 过 CRE 
La, 68] EAE me UE 1 ARN. 

5. BRM ERE. wee 

定理 1.1* 每 个 陆 机 连续 的 村 程 Eo w)» ery, 除去 
了 的 一 个 可 列子 集 外 ， 存在 一 个 可 分 再 测 过 程 志 (to)。 143 
对 每 个 t+ET， 有 

Et w) =2(,0)}) =1. 

定理 1.2” WR LEG), EET JATAN 过程。 则 
对 图 定 的 o REG, o) 作为 的 钞 数 是 几乎 必然 Lebesgue 
aA, m, mE EEC w) =m (tt) 存在 Mj mE) 是 . 
Lebesgue T TA. HS 

iR EEG, w) (dico, 
HERRIE o) HA EBLE RRA. 





* 见 [29] 的 定理 2,2,6 
# 上 如 [2] 的 定理 2.2.7 


4 


AXP ALICE o RM ExT LH AME, 
EP OW O FY Lobesgue WIE. 

如 果 对 于 G ©) C4, A,x Py C4 =0 的 菜 个 关系 
趟 成立 。 则 称 此 关系 式 为 凌 于 几乎 所 有 的 G, ©) Me, JÉ 
Wi a.e. CX P). 

设 Ais As, ot, A, A E, 中 的 Borel Æ, H tts, ET, 
M Elw) i ET 的 nan 维 分 布 为 

P (dis ++ 9453 Sas Agy -3 Ay) 

= PEC, w) EAE (2,0) Ed nw) EA)» 
雁 而 有 下 面 重要 的 Korworopos 存在 定理 . 

定理 1.3 设 已 给 渍 足 祖 容 性 条 件 移 有 穷 维 分 布 族 ; 

= {Pl tgp dys An) 21, ETY, 

出 必 存 在 一 个 概率 空间 (入; PP 及 定义 于 共 上 的 一 个 随机 
HA 从 ,ww),tET}， 使 车 具有 所 给 的 有 窃 维 分 布 族 风 .。 

定理 1.4 (E(t, a), 467} 为 满足 下 列 条 件 的 可 分 过 
程 ， 存在 三 个 数 a>, SOO, fo PBEM, ET， 
HEEG ©} 一 上 (yo os 二 一 幸 后 9， 则 此 过 程 的 样本 函数 
以 梳 率 工 连续 。 

过 程 Emo) tt) ARAM EAR, Wi Ro we 
£>0,6->0, FFE —-T TOO, Bo Teaser, A 


tett tott 


POLÍ, Ew apds~ 4 f EE (8, w) ds | >8)<8 


WR AEG, o), tet) RRA ERAN, iR 


teat fate 


P( +f Els, wa -于 | BE(8,a)ds —> 0) =1, 
ie kid ic} œ 


BIRRE EKSERE RRE ma) = EEG, o) Fils 
5 


BE 
K (3,2) = cov (€(8),€()) 
= (E(E, (8) — m,(s) (E40) ~ mj @))- 

特别 ， 一 个 Gauss HM Bre AREA fis TT OOH 
mit) Wi Esi) MEE, 

一 个 Gauss HET A, ME oo, 

m(t)=Const, KD =K es). . €#) 

-ARE Cx RTE E Gwe) SETI APSR. 
JE bbh JER KC) 的 Fourier PHB WEA EG ©) FET} aT 
PEE BA. MER RIEM | WAAR, WE 
FO EAA S . 


81-2 ANA AC AR 


EATE: 我 们 从 微分 方 天 理论 米 证明 以 后 需要 用 到 的 
一 些 定理 。 SARNASES 与 定义 。 


一 、 符 号 与 定义 


id fs enna T= [nz B= EX Ty. 

haa Bick, XEN}, Ur A Ur Re . . 

te fC) 是 —PELET LMR, MESO 在 每 个 有 
BEEE ATE. sak po ATARA L, se 2H 
JEL. AIF AGA AER PLE EIL PA ENTRAS BB E E 
Brao APURE FELRA. 设 

PO = {BR a FEO), EEE 

是 一 个 Borel WH MB. WF FULD, BERG ARSO, 
EBM Ma) CLAM Ba Ch, 使 得 


& 


F(X, OD SMO, 人 
EX aD FX 01S Be) | ~, (1.2 
Ue ONS X CUr -1,2) 
See CLD) Oe BR eR, 1.2 4 Lipschitz 条 
性 . i 


考虑 初 做 问题 
OX SPX, Kg) = Eo GO. CL.) 


定义 1.1 KAX OD ARAM A! 问题 位 .3) 在 区 辐 Lto,t1] 
上 的 一 个 解 ， 如 果 它 满足 


t . 
ED) = +t | FCK(s),s}ds, +tErto,til. (1.d) 
to 


ae 3a 7 Ae Bee aa SR AE -AI Eo 我 ie Ct) AY X (fs Xo, bode 
TREA XO PARERA, E EFX, o 的 NA E 
gab, ER G.D 中 的 方程 。 


=. SHE 
定义 1.2 XO WMS eI btm, $ 


4 
存在 问题 GU.) 的 另 一 个 解 总 人 二 ， 它 在 Tig ke Ay eS EL He fe 
(i) dr Dins 得 Ti 天 Ts 
GQ FOHxK wo, tE ia. 
WEBEL), Em EN, BAO RAO Oly 上 
HE: BLS, APR AR LE IN XO, 
BX), ED, 是 (1.29 的 一 个 饱和 解 , E Te, ARX OON 
BAHEBA. 
定理 1.5 WPA d. D H G.D R, BUC.) 








T 


PE Xt) E t PSE PORTER, ME. 进 m, B 
EREXO RHE ) 和 某 个 满足 当 Roo 时 趋 于 无 穷 的 
函数 te 有 下 面 的 “ 验 前 个 计 ”: 
inf {tsti>tos |X) | >R) tp. C.D 
好 问题 G.D 的 解 ， 对 于 所 有 的 1h TFET AO — E 
CERNIERA XIT tet, BP ACR REP). 
【证 明 ]】 RARE, RB i 1.1) Po OK 
MD 满足 不 等 式 
|M |>, (1.6) 
于 是 我 们 可 找到 数 RA >i E | SR2, H 


ty ti R 
四 (tasty = | Mp(sdds exp{ | Brod} =e <1.T} 
fa 


to 
利用 在 区 间 Ct tk, ARE.) WI. A 
t 
XG) =X, + | F(X"(s),8)ds, Xo(i==0, 
to 


THA d.i, d.) 着 1 (1.7)， 我 们 得 到 估计 : 


t 
[xa -X,! < | Meds <E, 
. ta 


t 
|y H-H jx f Bris) |X (8) -XÐ (3) | ds. 
ta 
HET, ROA 
aa t | 
(| Betas)" 


f t 
PX -XN <f Myts)ds -— 一 (1.3) 
to 


8 


HU.S HES, limx (Oe fe AEDE 1.4). HE EOE 


BYE UL. 
MHE R AT, WAH PR, RT 


BRAR)X | KEM DRT Hh, WA tan > TS OM 


BA.D HLX GOLS R/2,, Pith. SREP et. ME 
使 得 OG.t)=R/2, BRHF. BARMMROM 
By) EAP REH E EY FRY TRAE 在 某 个 m% 使 得 
Ey | 

CE] 《 轿 如 时 函数 芷 ,( 丰 与 无 美 且 它 淆 于 五 ， 至 多 是 线性 增长 的 ， 即 

(ECZ G SaL] +n (1.9) 
FERNER. 3) RRA FAHA 
PX G@) |<] Xy | Caexp(CGi-tg)), tty, 

其 中 Ce 海 某 个 正常 数 . 

由 于 后 面 我 们 将 证 明 比 这 更 一 般 的 结果 ， 帮 此 司 计 的 证 表 在 此 不 再 末 述 . 

C2) URL) Rate. RU RAR, lhe, 考虑 一 阶 
FRERAO DE 


























de _ 
ar =at, a(0}=1. 


BR, POURRA, TRA 


w=, IOI, eo. 


它 表 明 方程 由 (1,0) 出 发 的 解 ， 不 可 能 在 10 ERE, REG L D, 

有 一 个 从 二 到 一 oe 的“ 跳跃” ， 显 热 这 不 是 动力 系统 的 工作 方式 . 
WAAR 1.9) 在 很 多 重要 的 实际 情形 是 不 成 立 的 ， 所 

以 我 们 需要 寻求 解 可 无 限 延 后 的 更 一 般 的 条 件 、 为 此 ， 我 们 


* MRA CE AR Ae EH, 天 称 此 方程 的 解 具 有 有 限 
Yet inite escape time), 








lmsups, p VXU + x, Ps t +R) 一 rex, 4 


CO, .10) 
HT Pdt HEC By RA a E Lynoes HF, G10) 
FRI) X Cit 3X, DRA. D FEM (D HRR 

Bok, MEVIK A) S67 X H ee Sere, ML 平 所 
aE t,o. 





Vn ry - OX. . 
Wt ax’ BI] 
a. 


CRB VIER C.D WHEE oe oa 

Sig nyHOs 在 他 的 经 内 AAE 稳定 = bi ky — A p Be 
出 了 两 类 方法 。 第 一 类 方法 是 归 和 为 抬 一 般 解 表示 成 某 . 种 
oy By Fea, 和 种 为 Isnynos 第 一 方法 。 第 
二 类 六 法 是 归结 为 寻找 使 担 dV /dt 满足 一 定 的 不 等 式 的 非 
REA. H, BARR, BH Tinnyzos Ro A KR 
ctw ik. BSLV Boy Ulanyso: AB. 本 篇 的 目的 就 
是 利用 Tinayuon ik ATLA ee th. E 
与 下 一 节 中 ， 我 们 将 利用 Tanysos BRHF R— PH 对 于 
1 本 无 限 延 拓 的 荣 件 。 为 此 ,我 们 对 所 考虑 和 的 JIsgsy908 K 
He. VX, (KX, E UnxIz HP PRR, 

CL) OF 4,0 Up 中 的 和 是 一 致 绝对 连续 的 。 此 条 性 ， 
在 令 后 的 计 论 中 总 已 设 是 成 立 的 . . 


10 





(3) E Ux P, ELSE T OK WY Lipschitz 人 
Fes | meee (<P X -X| (1.12) 
FEF Lipschitz # BRR RS RIT, 

AT mile i, RH CD FEC, Wm PA 
$64} (1.12), (RE B PRF RAT, UIA EC, 
WEP €C TAI TO) exe, WI ae 证 攻 数 
Vil). t) wae, Bh, PULA BAY A 





t 








VAX, D d yy, ;| 
DD ax, 
ETAO 为 LB) 中 方程 的 解 。 以 后 我 们 将 多 4 Aye 一 

FA, 


为 了 建立 更 _ 般 条 件 的 延 拓 定 理 ， RLRE T ERI] 
理 。 i - E 
引 理 1.6 KRATO, HES AMERI 江 
EKER E E 
AY ULAY + BO, 对 于 几乎 所 有 的 txt el i 
Ath AC) 5 BO 询 次 几乎 处 处 迫 半 ， 晶 在 每 有 限 区 条 上 可 
PARA, MAT >t 有 


ro<repen 人 人 aoa} f 


exp ac dù} Bias, 


a, 5 (1.14) 
[证明 】 由 18) EG. TULA tt， 有 


-2 2 | ycyexp {- f; Asis} ] <Beoese{— J ACs)ds} 
0 * 


PERERECA. F 
11 


定理 1.7 RE Pe Ex { 信 > 和 上 的 JIsmysoa 
BRVEC, 使 得 对 于 某 个 ODOH 
P= inf V (X,2)—r00, 4 Rct, 1.15) 


LEHE Uta Uitetey 
OV /dte,V ， . (1.16) 
WAC. wa ee rw EAD, d.2) Wee 
(4.8) 的 解 ， OF St TA. 
GE] 由 (2.160 FE. SUL ERAN, 有 有 
- VX) O/UKOV (XG), 1). 
再 由 引 理 1.6 有 E 
V (XW). DV Ant )exp{0, G-t >}. 
MEA Tt: CATE 
FiXa to} oxpiO, Te- ta = V's - 
的 一 个 解 ， 风 条件 (1.5) 显 然 满 足 、 从 而 定理 1. -SABTA Æ tF 
均 满足 ， 于 是 定理 成 立 。 | 


三 、 解 的 有 界 性 


下 面 讨论 在 什么 条 忻 下 。 方 程 民 .8) 的 解 ， 对 于 >0 是 
AAD. Aik, RSP THERE. 

$91.8 系统 导 .3)， 对 于 ti>0 是 称 为 未 散 的 ， 如 果 对 
4300, LD0, E — PTE KRDO M T= Tr, t) 使 当 
IX dcr 时， 就 有 | 万 (和 Ry wR, toit T. 其 中 
XXe HM (1.8) 的 解 。 

Yoshizawa ipa RA ATEA (BO ER BR, 

下 面 介绍 Yoshizawai 关于 灰 散 茶 统 的 一 个 充分 条 


件 ， 即 定理 1.8- 
12 


定理 1.8 AG (1.8) 是 耗 散 的 一 个 充分 条 件 是 在 已 上 
存在 一 个 满足 下 列 条 件 的 非 负 JIamryztos 画 数 广 王 ,有 EC 
Vi= inf CX,)—>oo,4 Rolf, 


CEt. Upa 


CL.17} 


BV /dt OOF. 《为 一 个 正常 数 ) (1.18) 
证明] allea (1.18) HEB ee, XCUs 有 
Fix, OP (ka, fade OEM) er sup V(Xaste). 
Xeler 


FRALE—ATO, ete 使 当 ET ry ty) Hf, 有 
VCX@W,O<C1, WRR 1.17) 好 意味 着 定理 的 结论 成 


Me 

CHE]: (1) BERAE i ee Yoshizawa “J 证 明了 对 于 每 个 
糯 融 系统 必 存 在 一 个 具有 性 质 (1,17; (LIB REA a, (a, t) E 
吾 的 每 个 有 界 子 全 上 满足 Lipschtiz 条 件 ， 

2) Sil, MERABET RD ERR A 0.49) 成立 BA 
EU. HERVA a ety PRAY, DEM 1.8 的 铺 论 仍然 成 立 


事实 上 ， 只 要 利用 引 理 1.6 于 不 等 式 
mPa OF+O, 


WH, RPSRELBRE FF, SREP ERROR (ED) Ee 加 是 正确 
的 ， 

作为 本 区 的 结束 。 我 们 介绍 一 个 以 后 经 常 要 用 到 的 一 个 
舍 计 式 ， 它 的 证 明 在 一 般 常 向 分 方程 教程 中 均 可 找到 ， fain 
Bellman! 

Gronuwall-Bellman3|] 00, rO [4451 OR, 


Hk HIER, HM ts, A 





t 7 
UW E+ | UUV trai, 
Ct 


i 


刚 对 于 ts, A 
UD expi| Paty 


g` 


$1. 3 EN NRA EAER AL 
—, Dene E a 


BRD {E0 o), t0} 为 一 个 取信 的 可 分 DE 
随机 过 程 ， 

(2) GCX,t,2)(¥ EB, 120, ZEB) 是 一 个 满足 下列 
Skiti CX, h Z) 的 Borel ny ag. 

OZ FE THIER o) EL, : 使 得 对 于 所 有 的 
EBi=1,2; 有 -> 

Qant ÉG o ~ OCR EC, wm) ) | 
O SBG, wo) XXil, (1.19) 
GD HÆ, EG, w) EL, 即 对 每 一 >0， 有 


PI E (ECO, EG, 0) dico) = 1. (1.20) 


hte REA s 在 这 些 假设 下 ， TS BAG. 21) 
T Et, HFS, 定义 了 一 个 新 的 随机 过 程 - 


人 -GE Eta) Xt ESOR dy 


定理 1.9 如 果 条 件 a. 19), a. 20 Hes 出 初 值 问 题 
ADHERE XG,0) (在 概率 1 意义 下 )， 它 确定 了 一 个 
随机 过 程 ， 此 过 程 几乎 所 有 的 样 洒 函数。 对 于 tf 是 绚 对 
ESN. UCSD. ER tet, ATT 

{4 


f 
|X (t,co) — X, (ea) | <| |G(X, (ow), 8, £(8, 0) 1ds 
fo 


t 
xexp! | BCs, ods | as. (1.22) 
to 


证 明 类 似 于 定理 1.5， 

CHE] LSAT RRL, RARE 1ER, MRE 
AMHR, BUD, QR IEAM, PF, RSA. 
人 讽 1.1 考虑 线性 系统 


EX SAGX +b,  XWO)=Xi(e). 


dt 


tne AG al, (BG, 0), CL, 则 由 定理 1.9 挫 得 此 初 值 
问题 弄 在 唯一 的 解 过 程 ， 它 的 样本 函数 对 于 所 有 >0 连续 。 
值得 注意 的 是 在 很 多 王朗 的 应 用 中 ， 全 局 Lipschitz 条 
件 t1.19) 一 般 是 不 成 立 的 ， 经 常 能 够 满足 的 是 下 面 的 局 部 
Lipschitz 条 性 : 
MR RDO, AHP wR Baw ECL, ee 
X,€Up,4=1,2, 4 
[OCR EC, w)) — G(X, EC, @)) | 
<Bgt,o) X- il, (1.23) 
正如 我 们 在 $2 RAE ERNE SAY. Ji BB Lipschitz 条 
#h(1.23), SHB LLP RCA A RET, BD bi de he TE 
情形 ， 情 况 也 是 如 此 。 然 而 我 们 有 王 面 的 定理 ， 它 是 定理 
1.5 的 直接 推论 . 
定理 1.10 HRR AOA. 2DM E,W ie F 
{EBEDE BRK (7 CR, co) 满足 
GG) tR wto, a.s, U4 Roo 时。 


di) inffi | Xt, ow) | Ry tC R,w),4@.s. CL. 24) 
APEG @) ey BCL. 2S ed 

则 初 值 问题 (1.21) BORE, SEALS F tet E 
Hae TE AS oa a SE By AC ET Ott 
FY Fo ER REM). 


=., RK ie 


假设 C22) RG, SEM RP BP a, A 
考虑 初 从 问题 o 


AE = F(X, t) +o tX, DE, w), Kom) =X,(@). 
(1.23) 
1, ofk— Pix & eM, CB, PAO 
人 HA, Se A aR BE 
AX = P(E,t) . . (4.26) 


存在 一 个 满 是 一 定 条 件 的 Tanyaon RE, W aBC. 25) 
的 解 可 无 限 延 白 。 

Wik, W dO /di 为 系统 1.25) KH Janya HF, X 
FRE. BW) Nays, MRA Sa fat. 

nT MEO IARC. 25) ARR REE HE, B 
们 需要 下 面 的 引 理 。 ` 

211.11 MEV, i) EO WHFTILEMANL 有 


EKK, st) < ee t) +BjoiX AEG w [,a.s. 








, . (1.27) 
sep BLA HE CLAD RA HH. 
【证明 1 SBD, HAAR HIO- THD 
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01.23) 0.2: eS. Aath ao AXD X G+ As 

Xt) 对 于 几乎 所 有 的 和 o, FARFAR: 
(Elith X, i) X(t +h, X,t)! 
<hig(X,Hi-|EG,@)| +0), +0). 





于 是 我 们 有 
AV ELEY AVX), 
7 dt cht 


eiim sup$ VEX G +h, pe VX ut, D; 
ko 


( 1.42) ) 
Slim supt Bl XG+ mX, -XO+ 
Add A 


alim sup LBA] XH EG, 6) | +0h)] 


>g 
= Bigl X,t.|E,@)1.a.s. 
定理 1.12 对 于 初 值 问 题 (1.25)， 假 设 
G) BEG, w) EL, F, o 满足 局 部 Lipschitz 条 性 
(1.12), FODEL, WA 
sup ic 人 < (1.28) 


Eniti} 
Gi) BEAR 0,26) 存 在 一 个 JamyEoa MAV (X, iO 
EC, WAWE FR AA: 
Ve= iaf VCX¥,#)—>oo, HRe. 


Ur px te} 


(1.29) 
IP OV, (C120). (1.30) 


WMA EC DRR EE MBA ate ae T — 
17 


“p HAL BR BY oe OE SEIN PALES 

DEW] Aya tee, 4 1.10 K RE 
Rial, SSC, BARC. 20091. 23) BAH, MAR 
FEH CL. 24) ABN AT, RAC) yw a 1-25) 的 一 
AE, APRA PE S| BEL, RP CX, w), 2) ae 对 
Etim, MARPLE Ht. oA 





DV CX teat) — PV (XC), i) 
dt > dt 
+ Bia (XG, 09,0 1+ (ECG, a) | CH 1.28), (1.80) ) 
ACFE Gm), H + BOLE, w) | 
HELG € 


PX o) te TOVE, o), to) 
t 

+B0:| lgo lds], a.s. (1.31) 
Fo 


设 teo 为 下 三 方程 的 一 个 解 


Tr 
CMT (X (0), ta) + BO f [E(3,0) lds] =F n. 
E 
° (4.82) 
于 是 由 kt.81)?， 有 
V CX (rg), Te) SV p= inf V(X,), 
Ur pwe> te} 
MW infit | XG,0) | >R) >r). BRB CL. 24) 成立 。 
Sab, Ehio EL, dh (1.29) 47 Ro Bt, A 
zz T œo, œs. 因此， 定理 1.10 的 条 件 全 部 满足 ， 从 大 出 
定理 1.10 即 得 定理 1.12。 E 
18 


GO (DARI ga | T EL, MEMS oO 成 立 ， 则 条 件 (1.28) 
WRITS Mas. TRL 
lolt y TA cg cx,t) (1,33) 
FHI ATEH- Eg, HAAA Yous PEA 
fab |< Late. +l, 《 nt 4 =1, p o>0 (1.34) 
sagt dol) 2) may, 
HEL FORE To, FERC, GRE) m 
Pi sup it w) | CO}=1, 
Gamer 
WAR PFC SP AAS se 六 9， 不 等 式 {1,33) 成 并 即 可 . 
(分 定理 1.12 羡 条 任 ， 保 证 了 初 值 问题 1.35) 的 解 ， 夺 下面 总 头 下 的 一 斑 天 
Palio: MTERPASO. MBAS 
Pt) Xe <E} (1,353 
NORRIE Kolo). 我 们 可 找到 油 足 条 件 C124) REL CA, o) } ` 
因为 Pf max | XG, a Xot | DR) SP fact I, 
Afi, wie>d, To, ES, FE-P ESO, Ei 
P {max | Xw Xola | > HR} ce 


SOF By EL IDH ow). 


$41.2 e—a, de B Tlanynos HRV (eD = | a! 
+1. maa Fas R WBE, GEC, 满足 条 件 
GDH éd.eo), Foo.) EL, MPRE. 35) 的 解 可 
FoR EPA —P PEA RIE EMR ClO, A 

(sign 2) F(a, D COC! a| +1). 
41.3 考虑 方程 
e+ floes’ + om olean Ew): (1.30) 
此 方程 描述 了 很 多 上 随机 过 程 又 动 的 雷达 A BE AE 
程 ”。 特别 ， 尘 于 (= 上 gis) =s Howe) =1, i 
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它 是 一 个 由 Van-der—pol 方程 所 描述 的 系统 的 输出 过 程 。 
RRMA fle) EARN, WR it 


fote, x’) | < Os . | g) LCs 


WI (avy) = (+g)? EO 显然 是 系统 ， 
oe 
dt 

Hanyas, Esh, V WERE. 29) 0.80), A 用 
定理 1.12， 易 见 ， 方 程 (1.36) 的 解 过 程 ， 对 于 拟 有 的 5224 存 
E, REG, o) ELBIT, 


§1.4 Mpa RE 


一 、 随 机 有 界 性 的 概念 


为 了 讨论 由 微分 方程 系统 定义 的 随机 过 午 的 随机 有 灌 
性 。 一 开始 我 们 先 来 引进 各 神 弱 随机 有 界 性 的 概念 ，( 这 旺 
习 的 意义 ， 是 相对 于 后 面 儿 章 的 随机 有 界 性 概念 而 言 的 。 ) 
Eia 过 程 (6C,0),¢20) BRA RAH 
wm, 如果 
Sup Pi 12,0 |>R}-—30, 4R, 


= W _ 
= Ys “it fiey- gir) 


定义 1.5 RRL BX, O ATKA, WH | 
P{|X,() |LR} =1. (1.87) 
定义 1.6 RADERAR RR ROO, 
X,(w) EAr, CAME BAX (as Xorte), tet) ES AL — 
RAH. 
Wise MS We ERE RE LSD) 的 定义 是 一 致 的 。 
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Z, ARRERA AM ( 充分 条 件 ) 
为 了 建立 系统 (1.25) 是 耗 散 的 充分 条 件 ， 我 们 需要 下 次 
fg =} A, 
引 理 1.13 EV CX.) A HEAR, Go) A— 随机 
Piina) |B} 
EV (9 Cw), t)/ z inf MASSES . (1.88) 


RY to 
【证 明 ] 事实 上 
EV (Ct, w), D V (iG, a), O Peda) 
Ipit adler 


= inf ZDP n | >R}. 


Upxispte 

定理 1.1 对 于 ,og 满足 局 部 Lipsobtiz 条 件 (I.13) 蕴 且 

oit i Eth 1.28) REC. 23), WRB = Bx I 上 存 
在 一 个 满足 条 件 人 4.29) BE 


#Vic OF (oO 为 一 正常 数 ) (1.39) 


Ai iitiTlanysorm A (X.t) EC, WAA 1.25), 对 每 个 
使 得 
sup EECa) | Too G.40) 
i>eG : 


Hit REG, o) BRR. 

CEA] EX o LAC 2m > ee, Wig 
BV (CXC), t) ALFETTA R] os Et hae. HAAR, W 
ajeg 1.11 和 以 .39) 有 
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dO (XG i PXG, : 
ea 0) D LV 4 a)i 4 BOL EU, om) | 


<-CV(XC,0),) + BO, Et,0) |. 
AAT ce ELGA 


V(X (ta), 1) <P (Xela), toje clt— to) 
safi eis- El €¢s,@) \ds. 


ZE ER IOA WAR C. 40), & M EV (X(t, 6m), DHF 
tt, RAAT ER. X o 证 一 一 致 有 界 的 ， 再 利用 
(1.38) BY fg se A, 
CH: (DEA BERLIKUM, WERE. 29955 (1.39) 的 函数 
THEE STRAUS) WR. PARSE, 25) REA 的 
FED RT Abe BR. 

(2 如 果 对 于 某 个 >t, 





ite 
E 
Sup E |E w) | ee, 
> 





MAA. 34), FBAR RITUR ID EEL, De PEL. 28), 
此 定理 的 另 一 个 改进 是 条 件 (1. 39) RAPER U, Bir. A RSW AY 
A- a EUs IQ ATT RSD C 见 定理 1.8 的 注 (27 2. 
GPE RIEHL Mn, Be, ORE SAA, W 
FEX, DO) X| 十 Cs. 


Ligh, MURR MMC eC, W 
VEX, Ce} X l0 (1,41) 


BN EAE EOE 
sup E [ XC, w) | o, 
注 (8) 的 一 般 化 ， 可 得 下 面 的 定理 。 
ERIS 设 函 数 丰 ,下 和 满足 定理 芋 .44 的 条 件 ， 此 
让 ， 还 假设 玉 满 是 民 .41), ER tol, A 
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supH|€ Ct, w) |< 0°, (1.42) 


M (EPEC. 25) AE RX CL, co) TT A RARE 
sup E| X ti, u) o. 
ie 


gi, (EXER RCHIT = TCR th), 使 得 对 每 个 Bo HEH 
E 入.37) RIM Xo), FXG ORTH A 
式 : 
B| X (t,o) [ILE MF iS ty+ T. 
DEI Se eJlanynosm AW CX,f) =VX, t]. at 
理 的 假设 ， 引 理 1.T1 和 (1.34)， RATE 
IOW XM, 
dé 








=a (X(t), p KD 
7 di 


<ar o9 | LEY AOD 


+ Bho (KH) ON (Ete, 0) | - 
Laik CX). DIE = OP) O + BOE, aN 
= OWA D; 44 CLV XG), ay 1 EG, wa) | 
OWRD | - 

+ Cat CEO, or, Re 





] 
5 | 

= -CWA M, + Ole, wm) jS, 
Hes, Co Cr O 为 正常 数 。 

进而 ， 如 同 定 理 +.14 的 证 明 , 易 见 sup EW (X< I, aw), È) 
L HERRER (E OHSA jt O EE G41) 
REI). FES Ee A. BORGE A, E 

Mls PR ae OL BE EG o) 的 考虑 ， 我 们 可 以 时 得 
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ESF Many ron BK Pea SR ed FB AP EOF 
面 的 定理 就 是 一 向 。 

定理 1.16 设 过 程 i, w) 是 使 得 对 菜 个 C, > 0, C,>0, 
42>0 和 所 有 0Os<ssssb 。， 有 | 


re . 
BoxptO, | ， |E(u, w) jdup SA expiC,(é-s)}. (1.43) 


Hab, IRIE EAE EH HE AAR Vx, HEC, © W 
ERE. 339) 和 和 条件 ; 


Li 
supV (0, #)<00, | oe 
1>0 at 


OV c= O.-8, WF |X|>RWETED>O, 
(VCXO) -VR 
Rom, XIE Up tO |X- X,| 
Wit, H FA o 满足 条 件 AAD Met H p, 
BKC, MAH G.25) ERR 
【证 明 】 RY CX} AW Ae a H 数 ， 此 外 ， 假 
RRS R EEK, TEITI DSR, RMA 


=R. 





V (Xa) -V XD <A. 


E WX, Ð= exp V(X, D}, 由 定理 的 假设 推 得 ， 对 于 


dK (ts 0)t) <we a +O,(E(f,@) |) 





<IVE— (Cr +e) +0, (EC)! 1, 
BaP EC, kA Fl @V /dt OF X SR WSR, 1K 
BAS = FAT ETE Fy BCs, Cy, iS FA ATT, 对 于 几 平 所 ay 
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HS ts w [MOE 
WE GOD CWE = (C+) HOLE) l] 


+O, +C, EG, w) | . 
ARGEL., Sh LIL RoR H 
t 
Pee oH OE 


+6, /E(s,0)! das | f! oze f €- Oe 
+O, EC, a) ajon beeen 


i 
WK sta) + Cdexpl (=C 


t t 
+OLlEC o) [ds } +0, f orpff -0-6 
+ OC o) |) duds. 
HAEREA A SEE IL A SDA., Se w 
EW (XU,0),t) Cr ESSR A 


、 例 子 和 补充 
TF STAAL PSR BH. Ue Lg ECL. AO LA 
sup E |E C, w) PLO, (a< i) 


kt, WG EL. Lea ie 
fil .4 
fatto) uF i Ball Bee 五: 中 的 解 ， 


de a at Eliya), pY =N (1.44) 


i RE CG. wo) se 
p 2t fe Exp it yD Ts Eltron tO 
EDs i 
ü . Hie 
(1.45) 
FE Pte tate ARE LAE r, phg ti MEE 
Po = Ayexp {y (2*- 89} (1.46) 
HARM, 2*-2 ik, Bye, We A ME 
LERDEN ORRA, A>). 
ph CL. 44) — (1.46) SB RA iL 


oh 
22, w) 一 | expl -25ECs, Oo 


~ | B expls— 29F(s, adds 
phos 


— | 2 aerO Tsa ( 1 —1) ow 
Th 


4 


| 0.8. 当 k=>o081。 
BM, WE y>De/(—a@, Wia, Gl 


Blétt,w) ity | oY" s) pre (2"-t)42p(2ks) tis 


; i 
Jaz? 
gae DOCO] coo, (其 中 a<1)). 
Plc, RUFC. 40) RRE, RITRAE A RA CL. 25) PK 
ao, BERERA. 26) 是 一 个 渐 近 稳定 的 线性 系统 。 
下 面 的 例子 ， 灼 下 其 定 理 14.16 中 的 条 人 性 (1-48) 不 能 以 
(1.40) SRE EEE LEAD SATE: 


E EG) 0, 当 poolt 

















例 1.5 8E HATE ae ee 


经 = —sion cin¢ie, +1)4+740,6, ct) = 0. 


(1.47) 
D0 l_—- Jin(2Q"!--F,), 
naro) = | Tc 
0 其 它 
HP tog Ty. Se BALE E Ta RAE 
Ca 
PAS Cn 
C, = Cin In (2"— 2) - In in 23 








opti FES AL 2", 2t = 1]. 
Fak, Psg, ff 
Ent, @) = B| nC. @) | 


<= f ‘ 2P (ss) C2) = in (2" ! sds = 20,. 
"4 


TEE, 4 too HT, Elna, ol, 

Ve, oT AHRGADM A, AOR oe aE 
Xr) =O, SIE PAC. 47 OR — tE, JF 
Hyde tw AEM, FEAR Gt 


2 ~ 
ete? aye & (20,0) = | Tni, œ) ~ indedé, w) + 1) Jat 


tn 


«Ini 2(2rt— ) inca — ra) 7. (1.48) 
EPONE PR cmb AEH. AA 


AMIN, PEIS nyt, 这 意味 着 系统 
(1.47) 是 非 耗 散 的 。 

易 见 ， 对 于 此 系统 的 Jianmysoa RBI (2) = |z| 满足 : 当 
jej 一 < 时 ，2 = -ia loo ANREDE, R 
人 可 以 物 造 一 个 满足 除 ( 异 .39) 外 的 定理 1.14 的 所 有 假设 的 非 
耗 散 系 统 的 例子 ，(1.89) 以 下 式 来 百代， 

av l 
TT <- h. (1.49) 


其 中 多 (是 一 个 使 得 
= ds 
下 pila) ~ (4.50) 
KRAN, l 
CH Ae a9 A EAE Hasminskii'™ oy E E.A 
中 的 条 件 (1.89) 是 得 可 以 条 件 1.49) RAR, Mw 是 使 
得 积分 人 .507 收 效 的 函数 和 (这 个 问题 还 是 一 个 消 未 解决 
的 问题 ， 共 至 我 们 还 不 知道 下 列 更 特殊 问题 的 答案 。 
是 否 存在 如 下 类 型 的 非 耗 散 系 统 ? 
dx _ f —sign[#[*+£i,o), s| >i; 
E ea 
Bop Ocal, TFA Ea) WERE.) 
HLG iyo E PHARE., FIL RO 
[E(t ao <C, BETTE MG ER We we lo] Ek. 
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Va) s lej, Cak+e, C,= Cite). MBERC,C. 9 
RERI PE. IF (1-43) 显然 是 正确 的 。 此 外， 如 


o 
AY = sign e-Fla,f<—Ck-e. (le) > Rd {1.510 


UTE e 0 和 所 有 充分 大 的 jel. 出 定理 1.16 的 所 有 其 
它 假设 也 成 立 。 国 此 由 该 定理 我 们 可 得 下 面 的 推论 。 
推论 1.19 ”方程 人 1.25) 在 号 中 是 耗 散 的 一 个 充分 条 件 
是 在 在 常数 O, by ey, 4G 1.81) 和 
Piim o) EC} t, jo |<k 
mr. HOH, TE 
F(a, t) >- Ck, ja] >> Ry. 
则 对 于 og =k, EG,e) 二 0， 此 方程 是 非 耗 散 的 。 
例 1.7 BEHEER Co 


LOD 0,, j| >Re. (1.52) 
FR BE Cw) WBA A-40). 
考虑 any nope 
plel~ Bo» |u| >A. 
Vite, D = 
` 0 : ja; = Ay. 


MUL, GURL 的 所 有 假设 均 满 足 ， 因 此 (1.53) 与 (1.40) 
对 于 一 维系 统 忆 .35) 是 耗 散 的 充分 条 件 。 
EA EDA anynon 函数 满足 不 等 式 (1 .41)， 因此 ， 
利 出 定理 1.15， 我 们 得 到 下 于 的 结果 ， 

MERSI RE, RE E42) HF Atal 
mar, WB, 中 的 家 信 问 题 夺 .2 Ad a a w) AHRR aii 
K, 
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1.8 Be RHR. 
g" + fF (me +ga = 0 (wv YEE wo (1.538) 
BRIR fe) | DBA, RAe, FRR WA 
存在 一 个 to >D, BR Te] Sa 
0<0< IP Os, OOD LO. (1.54) 
则 直系 统 4.58) 定 义 的 过 程 是 耗 敬 的 .， 
at =y, yf =~ f@y~g(@) +o, DE) ~~ (1.55) 
ES trFd.53, $ 


Fay = {of tab dw) = ga, 
Y i ` 2 
WG, y) = (FF -yaly +) Ffo (F(t) ~ Yat +1+ t- . 


Wep- 对 于 EW yS. 
Via, g= | . l 
0 ， MEW Cy) PSC. 
ARW 是 关于 的 一 个 二 次 式 ， 利 殷 : (CL.54) Be, H 
Kt y>0, EW, 4 R= (0 tyo mt, Fork, 
我 们 可 HV (oy) EE 加 来 选择 一 个 «>>0， 利 用 


a” = — [yy tg(F ~ 7%)] 


与 1.54), Sp UL, SPREAD yO Mla lO, 条件 (I.39) 
Ru, ARERR. AA, 对 于 适当 选择 的 C， 不 等 
AA.A F Vy) AAR, Mew LA, R 
们 的 过 程 是 耗 散 的 ， 

对 于 一 般 系 统 (1.21)， OEB TIRER, 1 TE BEBE 
FTL HIE RY Domidovic H-t, 
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定理 1.18 IK MWA PER. 

DELG, t, EC, w) | <LEoo, (tte). 

(i) 容 在 一 个 对 称 正定 矩阵 D= (d), IER D ANER 
fh, BAB Jocobi RJD = ( -JEt 2) ATX, 


the ROME, BARER DJ 二 J*DD 的 所 有 很 满足 
不 等 式 和 (区 省 有 所 一 jao<9， 则 系统 .21) 是 耗 区 的。 
[证 明 ] SV Ce) = (Dx, X), Bee 


y 
aV x HoD 一 (gradF， @) 





=. (DOU (taste EU: o), Xa) 
TOR. @)) " 


HERRER, Okey Demidovi¥F81 的 基本 引 理 推 得 
DGX t, 2) ~ BE, t DY <— hX, XY. 
AE, 我 们 得 到 不 你 式 ， 


Pti) p x “ORG w, ELORE 
FEX Gwy) 











1 POOLEGA Gw) . 
V(XG,a)) -OP +0160, Ee) 


由 引 理 1.6， RSA mM. E 


§1.5 BAL E 


一 、 问 题 的 提出 
AEN E IS AH CII FE 
LL =G(X.t€U,2)) (1.58) 
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芍 一 个 特 解 X = X Ct, wo) EERIE 

Fy RSE 1.56) 一 般 代 表 某 随机 系统 的 运动 方程 ， 其 中 
Me A) ARRAS AUR eis EE R 

» Co) Hi RRL, ENROL TE ek 
henna FESO AGA THEE $y AL SEAR 
个 特定 的 随机 返 多 

SHIA, RRR RARER, È 
们 的 被 小 变化 都 要 影响 此 系统 的 每 个 运动 ， 一 般 来 说 ， 对 不 
闻 前 运动 这 种 影响 也 是 不 同 的 。 对 一 些 运动 、 这 种 影响 在 某 
种 指标 意义 下 赣 不 显著 。 因 而 受 干 扰 的 运动 与 未 受 干扰 的 运 
动 在 某 指 标 意 义 下 相差 很 小 。 相 反 ， 对 某 些 运动 ， 这 种 影响 
(ERA HIRE FOR, UTC RAW ARAE 
HFBARSOBLEAD, STRHBDSRE TR 
ELA HRE LP MSRA. MRSA 
标 意 闵 下 是 稳定 的 ， 而 幕 二 类 运动 称 为 是 不 务 定 的 。 

随机 运动 稳定 性 理论 与 确 宝 性 运动 稳定 性 理论 一 样 ， 就 
是 从 事 研 究 建 立 一 些 准 则 ， 用 以 判断 所 考察 的 运动 在 某 种 指 
标 意 叉 下 是 稳定 的 还 是 不 稳定 的 。 


二 ， 随 机 稳定 性 的 概念 


为 了 更 好 的 理解 世 rmyaoa 运动 稳定 性 福 念 ， 我 们 先 考 


#2 = 下 (总 全。 (*) 

4k X= XO, ET 为 ( 率 ) 的 一 个 特 解 ， 按 JIasymoB 
的 ARG. SRT K=O) 的 运 动 称 为 未 受 干 就 运动 ， 
TWHMPHRE RN XG Xb) 的 运动 HA RRM, 
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oo 


PEPE Xs Xi, th) —XOHDRHRFM, MK E (tH 
初始 扰动 或 初始 干扰 ， 

2B, ERR X-FORBEM, BA 当 于 说 : 
要 使 拢 动 的 横 |X Cis Xat- W), tt 密友 小 都 可 
以 ， 只 要 初始 扰动 的 各 |X. - XG) | 足够 小 就 可 以 了 。 

在 实际 中 ,为 了 简单 起 见 , 我 们 只 研究 方程 组 (* ) 的 零 解 
CF AAR (= 0 的 稳定 性 问题 ,这 并 不 失 基 一般 性 ,因为 对 
方程 组 (¥) 的 任 一 特 解 全 = 六 (的 稳定 性 问题 ， 可 以 通过 
变换 了 = 于 ~ 五 ( 旭 , 化 成 关于 了 的 方程 组 ， 


dX _ aX - 
= HE ae ECE, D ~ PCED 


=F(Y+X@),0-F(X®,)=G,0 


BOE Ae Ce) =O 的 稳定 性 问题 。 l 
平凡 解 X= 的 稳定 性 概念 ， 即 使 在 确定 性 情形 ， 
也 可 以 各 种 意义 来 给 出 。 例 如 ， 有 局 部 稳定 性 概念 与 天 范 泊 
稳定 性 概念 也 有 汗 近 稳定 性 概念 与 非 浙 近 稳 定性 概念 等 。 
在 随机 情形 ， RHR ARANS HE, ARAREHENE 
念 ， 实 质 上 是 一 种 收 合 性 的 概念 ， 因 些 ， 对 每 种 确定 性 的 稳 
定性 定 交 ， 按 照 概率 论 中 每 种 收效 模式 都 有 其 相应 的 随机 稳 
定性 的 定义 。 这 时 我 们 不 询 出 所 有 可 能 的 定义 ， 仅 询 出 在 较 
弱 的 意义 下 的 各 种 随机 稳定 性 的 定名 。 为 此 ， 我 们 引进 组 
(1.56) BP A XG) =0 Hee, AP GH AL 
fF: 
GAO, ip é (w =6. (1.57) 
部 X=s0 RAL SDAR RS RERE ). 
T I (4) =O 是 称 为 
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CL) RAAME., EREA ES Me’ D0, 存在 一 
ASDO, POY St 和 | 下 ,|<8 时 ， 就 有 
P{|X Ci, ws; Xo to) | >e ye. (1.55) 
(2) 弱 随 机 渐 近 稳定 的 。 如 果 它 是 弱 随 机 稳定 的 。 A 
对 每 一 22>0， 存 在 一 个 58=6ts) >>0， 使 当 | 区 |<3 时 ,有 


lim P{| X(t, ws Xp to) | > 区 =O. 


(3) pM. MR 对 每 个 se2>0， 存 在 一 个 5>0， E 
tte, Xoi CO, A 
E! XG, my Ko ta) | LE. (p>0) 
(O RE p REY, 如果 它 是 了 稳定 的 , MEET Har) 
fy | Xa 有 有 lim Bj X (ty os Xas to) ij? =O. 


(5) 大 范围 高 随机 汶 近 稳定 的 。 如 果 它 是 弱 随 机 稳定 
i, IG A RUE RTE X20, 28 0, 存在 -个 下 = 全 (六 
fore.e Ye O, 使 得 (1.583) 对 所 有 的 C> + T RSE. 

A MERIR ERDE p 稳定 性 的 定义 。 

(6) 指数 了 稳定 的 ， 如 果 存在 常数 ADO, o>), ie 

E| Eror Koto PRA] A] expi -al to)}, 

(De LB — Et EL REE. SUL 
SP RAT RE AR AD BRK RE MAR Ry EN Ss OS BE 2 PEE 
数 均 在 相应 的 意义 下 古称 定 的 。 

CHE], 和 由 sss0me 不 等 式 浴 得 ;对 于 平凡 解 的 任 一 了 TASTO p ia E t 
Ra PRP ILE A pf CHD) PH EE ABH. Se R 
HARTERA THET p ii TAR 可 以 家 { 浙 计 3 稳定 性 的 ， 全 对 于 
mnop BEECH) pt 稳定 WiN FELG). 

ERRAR ER EN F p= 12h p BAR, e 
舍 形 ， 一 般 分 别称 其 为 均值 稳定 性 与 均 方 稳定 福 。 
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Z, ZENAMA 


BA BES ASE EH E ERE BEREE 
TA AE RY RUE HE CF RE RE PA, 在 Bertram 
A Sarachiki Ay fase te BPR Pe EV CD, 
1)<0 的 Manynon mV CX, O20 ae, HV We wit 
1.56) SLA ey cho Se SO PR TT Be EV CX), 
8), Wot OER A A Wa i RE C56), REI Tk 
一 淮 册 的 实际 使 用 

这 里 我 们 仪 限 于 讨论 下 面 类 型 系统 的 稳定 性 条 件 ， 

= F(X, 1) +0CX, DEG, o); | (1.59) 
F0, =0, go (0, =0. 
它 的 稳定 性 条 件 是 通过 下 严 的 截 民 系统 ， 


aX _ 
“i F(X,t) .0) 


的 JIsnynoB 琴 数 移 存在 性 来 给 出 的 ，。 
在 本 绒 中 ,我 们 假 恋 所 考虑 的 Txnyao6 两 数 都 是 关于 1 是 
pot, V, D =V 0 WFr>0, C61) 


WES — VD) RD 
toi El (My XY 


定理 1.19 对 于 系统 人 4.60)， 如 果 存 在 一 个 满 ae jF 
(1.61) HAR fF: 


Fin 1 ==0, V <O, F, sco <0, (1.62) 


(01,0, 20 Ey yy SK) Ry Tlanysos MEP CVD EC. 此 





a5 


Sh, UWE, o | AEKA. DAA t: 
sup EEG <E, (1.63) 


WARS €1.59) 的 平凡 解 是 弱 随 PLE 稳定 的 。 如 果 过 程 
Et, w) | FESR AIRE. 2), HEARS 保持 不 变 ， 
Gul fe X(t) =O FE LAP oR ih Ue 
【证 明 】 由 引 理 .11 eM 1.62) 推 得 
dt VAX CO) D OVX Go), t) + BO EU, |V. 
RRB, BNA 1 =0, AASH1.6, 有 合计 


t 
V(X, 0),1)<V (Xs, exp] 人 (BOz|E(s, 0) | -co 时 


<V (Xo,0)exp | Bo.t4 |" 1E (8,0) |ds- fh (1.64) 
a 2 


现在 让 em>0，8sr DO 任意 ,利用 代 .69) URRE o] 
满足 大 数 律 的 假设 ， 则 一 定 存在 一 个 数 POO, fA MT 
tel, 4 


p{ af IEG @) |ds> at | <e. (1.65) 





现 选择 一 个 充分 大 的 数 Ai, A 
EAN |E(s,0) a> in M} <e, (1.66) 
最 后 ， 我 们 选取 一 个 BBD dD>O, 使 得 对 于 |El 
<6, A 
V(x, DMV e (1.67) 
MEM RERO.64)—(1..67), WARM ECT MST HE 
WF! l< 彩 所 有 0, HRB 
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P{} X(t.) | >e SPW (XG, 0 DPV}, 
再 利用 关系 式 


， C 
PLAY Eo) jag |o, 4 oon, 


HU ee LB Aa RA AUE EE A 
定理 1.20 对 于 系统 .60)， 如 果 存 在 一 个 JIamyaca 范 
AVE, DEC WHERE 62 pe 
V(X, t)>C|X|, (O>0), (1.68) 
Faby BEEG, OE EATER R Fsk A tO, 
+5 


E exp hy | I(E, w) |ds |<expthst) (1.69) 
J0 
其 中 常数 En Co BYE AEH 
Bk OS kC,, (1.70) 


WAC. SOA Xa)=0, MF pk, /BC, W p&p a E 
E, dE FRE A . 
BkO, Kk O, (1.71) 
则 平凡 解 ， 对 于 psck,/ BO, 的 了 是 指数 p 稳定 的 。 
【证 明 】 ”也 不 等 式 (1.64) 及 (1.68)， 有 


OR EV EE tT CX, Oexp {Boa + 


x |" Ewa) | ds— ee} 。 


ILERA A i H E ke / BO Uc FEE Re, 有 
OWCE | X(t, eo) [Pe (Ro O) PGE exp (ki 


+ Ok + 
x f 16s, 0) ids- BEU 





于 是 而 (1.69); 有 


at 
=] 


IBCs) 


Er ` 
BLE h,o) ra AoD PI oye (ks ~ BOO 


=[ J 


V(X 0) af BCs ka BC; 一 Ck, 
一 人 exp (ha, - 


刘 果 p<k/BC,, 则 出 -不等式 民 ,70)， 即 得 系统 C59) 
FURE 稳定 的 ， 二 不 等 式 (1.71) MERA CIDE 凡 
解 是 指数 DBE T 

[ 注 ](1) 由 定理 1. 19 的 证 明 ， A MAAR | Eo) | 满足 天 数 律 的 要 


R MEELED AMRA ER SSM, RRMA TS 
Hi, 





-dE e a 


其 中 at EENES E EER AAT BE 可 以 小 .于 是 此 方程 的 
解 : ' 
et, w) eto erp { {(—a+¢)t} 


IRB =P {ra ETES. . 
VAIS, EAL 2000 ECL, 69) 不 能 本 大地 减弱 
(2VERLIVGLURRER RETA, AREER, EAX 
.于 J Anny oR aN CLOD BAAR OLE, TR AR BY OE aR 
肉 . 不 次 作出 这 样 一 个 贿 机 过 程 5bw) , BEREH 1 1991.20 HPA 
说 均 局 部 地 成 立 ， 但 原点 仍然 是 不 得 定 的 例如。 下面 的 方程 就 是 一 例 : 


ds e+ rs 
ad i-e’ 





HERCE) a wi} = tg. 


Hpi, o) 除了 在 长 为 机 一 0 的 区 关上 等 于 ath babe, ak EL 


区 间 4, EENAA EIER ESE SER, RA] FY GR 证 大 数 律 与 条 
EGD. Rh, Wheel, 则 仍 几 乎 必 热 地 eh, 

AS. BPIS Dy ROR BATE, TAL EEE A 2 FE 
的 ， 


§1.6 随机 受 扰 确定 性 系统 的 稳定 性 


直面 的 问题 已 由 某 些 作者 斌 究 过 - 
WX=O 为 方程 


EX = FXO, PODS, ATD 


在 菜 种 意义 下 的 稳定 解 。 试问 ， 如 果 右 端的 LT, 诸如 通 
过 充分 小 的 随机 力 受 扰 ， 刚 此 系统 的 解 ; 对 于 所 有 -的 et, 
仍 保 村 在 所 给 的 原点 名 域 内 吗 ? 具体 地 说 。 RRA C.72) 
外 ， 我 们 考虑 系统 





ox. = F(X,?) + RCX, 2). (1.73) 


PCL.72) EX CG) ==0, FETA REA ee, 
如 果 对 每 一 2>0， FE-P OO, HR 
|X ,| <8, R(X, i), <ð; 
MAA CL. TSAI HR Ms Kas t AERE: 
A Xot | <e MP RARM tet. 
Malkia "ipiga T a Fe SE FA Ee ee FE — 
SPATE CL. T20 的 平凡 解 ， 关 于 Xoti 是 一 致 渐 近 稳 
M, DEM PME, SA RERET. on, 
HEAO TD A A SL, M i RE 
‘hy (ECAP AY PED AA BLT RUSE Se By“ a” bd a 
AY, SIE R— POA. A, SIRE, BARB 
MEE MRR aE, RAAE PRD DP RR I 
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Mm. FRET BEM Ake. AREER 
刻 ， 共 样本 函数 应 共有 充分 大 的 概率 ， 属 了 于 原点 的 分 域 ， 为 
We FRPP AR a RP 

除 方 程 人 1 .72) h REE 


一 下 (不 ,上 + BCX, tw) (1.74) 


ALP A 吾 ( 瑟 ,加 oa) 使 得 方程 人 74) 满足 $1.3 WE ce AME 
一 性 定理 。 另 处 ， 我 们 还 恨 设 随机 过 程 
Cf, @) = sup R(X, ts&)l 
系统 还 .72) 的 解 了 二 0 ERATED EA oL FE 作 
用 下 ， 对 于 tt 是 稳定 的 ( 简称 小 随机 扰动 下 稳定 ) ， 如 
果 满 足 初 始 条 件 XG wo) =X, 的 方程 届 .74) 的 解 , 当 
|X| tsap Enti, w) >Ü 


了 时 ， 对 于 tt, Me BETO, 
换 诗 之， 系统 (1.72) 的 解 斑 ==0 AMP Sa Se 稳定 
的 ， 如 果 对 每 82>0， 和 和 二 >0， 存 在 一 个 7 之 0， 使 当 
|X| +sup Ein i, wm) Ly 


(1.. 75} 


于， 就 有 
PIX G, o| >A LE, Ete 
1.21 假定 在 百 上 存在 一 个 满足 下 列 性 质 的 Jany- 
nop MA VK, i EO 
G) FO, D=0, HF >00, # V0 - 
GD 对 于 每 5>0， 存 在 一 个 C>0， 使 得 
iv 


di <- CF (1.76) 
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“fee (|| >> 8} x {>to} PARE. 
IW. 72) RX HO, Feet, 是 小 随机 扰动 下 稳 








ERI 
证明】 i EMAER) | Oa 
r a . 
dV (Go) D <47 +On(t,e). (1.77) 
& 
TS 一 sup VCX,H, 
COREE 


地 当 8>O HT, Vo, 
be, CABRA WI XO 有 aV dt 之 0。 鉴 
Fb RSA. 76) Ss, STA AX FUL EA o, A 
Yg -CN 4 On o) + OP 0), (1.78) 
PFA S BELG, 然后 取 赴 等 式 两 端的 期 望 ( 风 定 理 1.14 的 证 
BR, RIL l 
EV (XC, oD LV Eo he E C/C sup Bn Ct, w) 
tht 
+V 8) (1.79) 


现 让 e>0 和 40 任意 , 取 充 分 小 的 5 | Xo] 以 及 liso), RK 


们 易 得 不 等 式 
EV (X (iw) FEE sup 3 VCxX,8), {1.80) 
Uai E E LE . 


据 此 不 等 式 及 引 理 1.13， 即 得 所 需 结 论 。 E 

CED RARAL TDR EA A =) BREE BRA HH 
At Ep =X RAUD A Po to) Ait: | E wo, fod | 
<3} Xe | exp { Salit) }， 其 中 B ab 是 与 es Rhee. BH. 
于 系统 (4,72) 存在 一 个 函数 F, i, g | 


ái 


Gy fe | eC HLC], 


dou 


aM 
“ap EE loa 1 Cal el. 


REI 2 -I HEB RY Keasovskii, ' 45.72), MRE Ei 
Bee, D=, 站 ] 1 REZALNA EESE WEA 
统 1.72 的 平凡 解 攻 指数 稳定 的 。 则 它 在 小 随 科 拢 动 下 也 是 移 定 的 ， 
(DAREA P(e, 区 满足 定理 1.31 BIE, 此 外 ， HR CeO, 
TDSC | x | ， 则 由 定理 1 好 的 证 明 ， 显 然 挫 得 系 党 1.72 RENAR 
T ERUMWELTRREM, BEL. RAT 
sup E | XC, w) | >D, $ | se ] + sup tint,w)—o A, 


HO), SRE RSLS EN, LBNL E A 定 
Ekr. MABE, RAE DARL FAA E 性 ， 
BE . 

sup E| XC, w) | 2—0, | Zo] tsap B72 (t, wD. 


atk 2S He FE E EA 
C3) A1§1, ARAL, S, 显然 条 件 {1.76) 不 能 以 在 区 起 | © | 8 PARTE: 


T<- BUF BRSL ANCL, GAA. MECE, MA 











pup Boat, at, HF a< FR, 即使 一 个 线性 渐 近 区 定 系统 在 丝 抗 


WP, 仍 可 以 是 不 稳定 的 ， 因 此 ， 如 果 台 H(t，w) 不 趋 于 0， 那 末 即 使 “最 好 性 
AS RUE RSE, te TSE CRRA AR Bn (t, o) 不 存在 财 的 
白 噪声 情形 ， 对 于 此 情形 ， 见 下 一 章 ). 

削 过 进一步 限制 容许 随机 扰动 的 范围 ， 定 理 1.21 的 条 忻 
可 稍 减 弱 些 。 

在 大 多 数 实际 应 用 中 ， 似 乎 只 要 BBR | 

RX, 1,0) =o (X, DE 0) 1.81) 

JX PIG AY AG BALE 

我 们 称 系 统 (1.72) HR Xt) =O 1.8L) A BL 
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Pish FREER, WAT oO 和 4>0, FEAA DO, 
eid HR 
|X] + sap] oX, DILA, (1.82) 


M FERTA, HT E> t R 
PILE SAE 
《 这 一 定义 是 自然 的 ， 央 为 第 阵 oX, D RET ER XD 
HY BLP SY Ge BE). 
TELD ik F(X, EQ 是 吾 中 的 一 个 了 aryHEOB A 
数 ， 满 足 定 理 1 .28 的 假设 GD), 新 是 满足 不 等 式 1.76) 以 








EY L-O 来 兰 代 的 假设 人 ii， 进而 假设 过 程 多:，m) 满 足 


TERA Hii er0, 存在 一 个 ?0 使 得 对 于 haa, 
qy 


i 
E exp tyf Elu w) dular | (1.83) 


MERCO. TDR X=0, HF >t, 0.81) Ri pHs 
下 是 称 定 的 。 

GEHI RMA l 
W(X,i) =expVCX,O}-1, W= sup WX, D, 


Ug xdi> ted 
如 网 前 面 (1.78) 式 的 证 明 ， 可 得 估计 。 
YW (-Ca+7|EG,0)|) +7 Eh 0) | + OW (8). 
dé (1.84) 
它 对 于 每 3>0 和 ?0 是 正确 的 ， 只 要 不 等 式 侍 .82) 对 
3<T1B 成 立 。 利 用 引 理 1.6 ， 我 们 从 人 .84) 推 得 ; 
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t 
WX, 0), O<W Xas tedexp f, (-Cy+y|&(s, w) | ds 
t 
rawa f, expt | (-C,+¥|ECu,@)!) dujds 
ta 5 


+i exp{ |< = Ca +y |E Cu, o) | de } 

x jls, w) fds. : (1.85) 
让 为 任 一 数 ， 使 得 0<es< 去 ， 由 人.83) 推 得 ， 我 们 可 选择 
一 个 ysy2D。 使 得 yccyle), A 


E exp| y seo 0) jdu}-<exp {e019}, (1.86) 


用 于 当 8-x0 时 ， 研 (6)->0( 这 一 事实 ， 直 接 从 定理 的 条 件 推 
得 }, 掏 见 ,我 们 可 首先 选择 5(8)， 然 后 .第 (8) 和 Yn(8)， 使 得 
不 等 式 导 ,86) 成 立 ， 进 而 


ELW (Xps ‘yoxp{[: (— Cstrléw w) | dee | 


+ OW (8) 和 se — Ost vj élu, w) | dubdsl<e. 


(1.87 
soe, Hest “eo 


J=yf expt | (-Cs+7 100] ae | Elso) | ds 
=exp{ | (~Cs+y | sua) | du} 


一 小 十 of expl (=C +ylét tusw) idulds. 


Wh C1. 86 HE 
HJ <oxp{—-Cs(1—-2) G@— #3} —1 


16 
i-e 





+ Cof’ expt- Ca - 0) 8) d <4e. (4.88) 
to 
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MAC..85), (1.87) (1.88) 48, ROR | Xo] + sup En 
. ioie 


DLK (8), WAF, Eto AEWA G o), D <5e. 
AT SRERMNAit, REWA 1.13pm. $ 

例 1.9 大 一 维 人 情形， 我 们 利用 anyson RV) 
= ;| 可 得 下 而 的 结果 ， 设 在 某 个 区 域 12|226 中 ， 对 于 其 个 
Cs>0, A Fie, i/e -0 RIE, WA =O FE BEL BE a 
下 十 稳定 的 。 而 且 如 果 以 假设 : 对 于 jel >, signaFCs, t} 
<O 米 和 替代 上 面 的 假设 ， 则 点 z=0 在 04.81) 型 小 随 禁 
扰动 下 仍 起 稳定 和 的， 只 要 EH) 满足 条 件 (1.83) M 
EP 


* 8 1.7 Gauss 过 程 的 某 种 泛 函 估计 


在 上 一 节 的 定理 {.22 中 ， 我 们 独到 下 面 的 估计 (1,89)， 
在 类 机 系统 的 称 定 性 理论 中 起 着 重要 的 作用 。 


B expliki [T ECs o) |ds} expla (6, ~ ta) Yrtit CL. 89 


在 随机 扰动 的 持续 作用 下 ， 系 统 的 稳定 性 ， 需 要 对 每 s>>0， 
存在 一 个 ?这 0， 使 得 对 于 >to A ihih: 


E exp{y| Erw) |ds}<exp{e(t, to}. (1.90) 


在 本 节 中 ， 我 们 将 对 Gauss 过 程 ， 导 出 这 些 估计 成 立 的 
简单 条 件 。 为 此 ， 我 们 先 对 随机 函数 的 屡 开 作 一 简单 回顾 ， 
以 便 后 面 的 应 用 (关于 随机 函数 的 展 开 ， 详 见 Pugacevos 
§56, § 60 或 Gibman 和 .korohod02 第 5 章 呈 ,2)。 
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一 、 随 机 范 数 的 规范 展开 式 


为 了 简单 和 起见， 下 而 我 们 仅 考 碟 一 准 情形 ， 对 于 多 和 维 情 
形 ， 完 全 类 似 。 
Le Mw OS RR | 
设 EG o) tD 为 竺 一 rac (PLAY BBE DH 化 
PAUL SK), :如 果 对 每 iT，。 它 能 展开 为 如 下 的 形式 ， 
€G,@) = UIE LO) » gS, (Lob 


WP A METER EG o), cD} 的 规范 萎 开 式 。 

其 中 ，Estw) 为 具有 零 期 望 的 不 相关 随机 变量 (一 般 取 
Gauss 和 站 噪声 等 )， 它 称 为 此 规范 展 式 的 系数 或 称 为 Fourier 
REG ACO) ARAL EM, Be ALTE eK WD E a 
数 . 

Kei YL Ba ASST Reh, RTT SN, TERRI, 
可 以 是 有 限 和 的 形式 。 相 应 展 式 (I.91)>， 有 

Ki, 3) = ED FOF, CS) ， tise’, (1.92) 


它 称 为 (EC, w), tT} ROAA TA EL TS 其 中 D, 为 随 
PLAE REE, (ca) TE, 

FEE ÉG | A ea fog sR LY, RR CLL) FE AY EEn Be 
F.C) ERA CHALE ERE, (Co) 2 

2. MEAFAR 

在 理论 上 十 分 重要 的 一 ARDER, ar :以 相关 画 
KG, D HARROA: n 


f, KG. pp ds ApG O a98) 
KIFER pulf) (GAR RAAR BPS: A AS pts) 为 任 
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AE TA PAN BR. 
2325 h Hilbert-Schmidt 定理 ， ORB 


r={_ f, IK Sh pp (1.90 
存在 ， 则 特征 什 的 离散 序列 (有限 或 可 数 )。 
A (1.95) 


及 对 应 这 此 特征 什 JR AA pt) WIEZE # GE AR pi Po 
“…， 均 存在 .因此 ， 


| KG, spals) ea， €1.98) 


fox O) PI pPOdE= ra. d.97) 


并 且 所 有 的 特征 值 Ae 均 为 正 的 。 
WRK TXT ERP, M EG s) A aT A 
展 为 绝对 一 致 收 化 的 级 数 : 
K(ft,8) = Bree) gels) « (1.98) 


在 一 般 情 况 下 , 当 KORA TES 点 时 ， 式 (1.98) 
中 的 级 数 ， PR aT Ka, 9» Rp. l 
tim Í, fÍ, IKG, 8) ~ Rhee “gs | * (iy p(s) dids= 0 . 


= (1.99) 
现在 我 们 取 展开 式 (1. 91) 中 的 坐标 函数 f(D = Pld, 
Fourier 系数 , eet OU BE A, 


二 上 EC, co) p, ) pO at, BD) Ey|* 2 ay Dis. 
BEBEG o), t EPR MAER R: 
§(i,w) = SPEC . a.s. . (1.100) 


a7 


TH (1.98) Shot 1h TAH 36. BOR A ST Ra e o 

ERU. RRR STE, RAE TE aR REA 
PER 100), AHER DAE. 

任何 随机 函数 均 可 用 积分 方程 的 特征 函 裁 规范 展 起 来 表 
T, MAW BERR Ne ee, TR PCH 
完全 任意 选择 。 我 们 总 可 选择 一 个 v(t) BRA. 
在 ( 包括 工 次 无 限 域 的 情形 ) 而 且 有 有 无穷 多 个 选 法 。 为 了 确定 
FEM he APT i 数 on WOMAR C.D, iE 
涉及 到 相当 繁重 的 计算 。 Bo 

3. 完备 性 与 Parsevai 竺 x 

如 果 对 任意 kK， 不 容 在 满足 下 而 条 件 ， 

h [PO PPO ssid = On, ‘anov 

\, 人 bb KC, SUNS ne 
BAR Us, M {gy) 称 TE LM Eo), FET) 的 完 
ARRA. W DUE, BAR) CSM B ws 数 
Eii co) ROFL IE ETE CL. 100) Hr A F RT A EG o) 

Rika 的 完备 性 及 (1， WK, - 即 得 Parseval 等 式 


f, |E G, a») |*dt = Ser. (1.102) 


=, Gauss ERMEE 


考 By A Gauss EEO, MEERLE 
分 布 是 Gauss 分 布 的 过 稳 -, ths RENREN RA, 
BEMEKG.) BEAM. 其中， 

“KG, = (KC 2gs, £)) = cov (Ets), Ett) S1.. 
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RERA, BAER IVE A= Cos) HE Dy 
Aaya, | 


引 理 1.28 HR (EC, 0), t€L test De 对 每 一 所 可 Ly 
FRNA FA 


E(t, w) = Bt PDE). i is (1.103) 
We. EWE Parseval BER: | | 
f JEG, at Bae, (4.104) 


其 中 gC) aM he 为 积分 方程 a 
上 KO Dem dp) .105) 


的 规范 化 的 特征 栈 数 与 特征 信 。 Eo) Pree te 单位 
方差 的 独立 Gauss 随机 变量 ; 
HEW] 将 过 程 LEC, @), -téLte tae (1.105) 
HS 426 GE CP IT, MEREN. Soh, Reta Ke 
p) =i, Fourier REDA (Abiko), . 
利用 Fourier 系数 公式 :， 


VR E = | ttt pila 


与 pR EXE DA ease E Gauss SS, MOTE BE 
HL AER E, (co) 是 独立 的 。 aR (t. 109 ARERR {py 
HO ERE. Be 

引 现 1.24 KT ERR EG, ©), $E (tos, Db. ff 
GD BEEBE bt MEA e>) E A exp {a 
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“Er aid Nee, MEARE 





Hoxp{a 上 JEG, a) Pa = mil ASS =, {1.106} 
GDIR EC, o) BME TRAE, 
trK (s, 8) = EIEC w) |? < (1.107) 


| | Kis dau = | Ke, $y || uco. | (1.108) 
HTA ODOM =1, HAH >O. 
MARA tot, F , 
B expla |" JEG o) |*di}< oxp{ Tg ii}. 
DESI KOJONO, 有- 
Sane f, [Sota Pan, i = fo) 1.109 





HE l = nt he a : 
FR. RHE 证 假设 
' - A = Ry. woot 
LR AM 有 ee 
Hexpi{an,€? (a) } = Wve acd Zhe 

lt 2% (1.1049, AN (1.308), 

MWEE: h haal SESE, 
Ai -f hi (pi; has ai 上 Ecs, 9:0) padidi 





<f fe | KG, 0) | Ip IPO Faqe 
kegi Lot) ft lols) ade 
<fi fi kooi - dsdi 
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Qo RG, (y41.408)), .- , ¢L.410) 
Fok, Spe acer. iyce (yo, a 


i. 





= 1 -Ñ anaso ARE Y? 
I pce AO tae Aa] 
Daha, YÈ ae 
Bes 
= if d+ 55 oe 


<p (alk =] Sas 3 


WI 


= exp oe -È a (ACL. 109), .110)) 





Sexp{ bt}, “to . 
321.25 MRA SSMS Gauss ECL o) HAR 
ed, LOM ANCL. 108), SE ag Pe A Re: .. 


E exp{k; f iés, w) |ds} <oxp{h lw Â; +-£ Ge 
"x CE EI te he et A> 
DEWI 利用 人 不等式: . 
vax ha? + + @oo * (119) 
本 得 
E eexp{k, (° | E<s, w) |ds} 
“exp {Be Ento} E apf BE kya [È t,o) jas} 
AE, HG1. 24 蕉 得 ， 对 所 请 /abs 有 
E exp{ki jl 0) |ds} orp +- gos! 
x Gi (1.113) 


Pe 


Fl 


» gza®*al/e, Cr+ 0) BE 1.141), a 
推论 上 .全 如果 已 知 . a 


oj 和 Co (1.114) 


则 我 们 可 略 去 条 件 BEC, w) = 0. 

FRE, DRURI- KEMER HE Ct, ») = 0, 
虽 类 航 于 定 音 1,5 的 结论 成 立 。 基 

tt FL EC, 0) 是 一 个 满足 de Gs 107%), (2.108) 和 
(1,114) 的 Gauss 过 程 ， 则 下 列 估计 At STAT By >O 和 — 00 
Leho Mw i o D 


E exp w |" 1E Cerco) kis} expt KLO: + Es + Os] 
Xk ted hs pv £115) 


FARNE -个 关于 Ganm 过 程 的 关 系 式 ， EIF 
下 节 中 的 情 子 是 需要 的 。 : … 
SLML.27 Gauss EEG, OAL: 


E exp{ l Elh, w) dt} = exp{ if fe K (s, t)dsdt 
. te a ; - mhte 


+ i BE, co) dt} l (1. 116} 


RUE ADERIRE DON ~ KD Cs, 0) 的 向 量 ， 
GENT ; Wey B+ Gauss ELE, CR 
samanya, MEAS 


Ooh Fi 
Ts we 


Bexpy=etp{ 1 a7 y, 7) 


利用 < GDF Gauss foy i E tS Ew addas ag 


i poety 


Mi.Tl6)。 BO 
[ OA 341.27 推 得 、 HI REC ta) TEE yap ansi, 
Sere eee A GMEREROE NR MAO. toe), 对 于 定理 了 .35 的 下 


ofr - 


ALBER PHE WR PK rat oo fle (2.116), BARREG. #8), 


HAERE ki Pika 的 不 成 立 - 

DARE Cho EE a. WRO.) AMER C= E Lect, 
O12, 条件 《1.109)， 可 以 下 出 RRA: DR EG BE BS EO 的 
RAR, BAL, AARTE. 108) RAAB BC OO AR HE 2A 
界 前 ， 但 对 于 平稳 过 程 ， 我 们 知道 max Np FO) t, 


(1s ARRENA 
' BERIA WALA BL ; RATARA RE 


IX gh 1O Fob oo) XK + Bb 0). 1.118) 


不 失 一 般 性 ， 可 以 假设 方 卫 nt, 0) Mc EB, 


— FRA 
. 首先 ， Fe fi MEERI ER paps ES 
AE 2 (AU) toe) (1.119) 
兹 假设 和 应 的 确定 性 系统 
Ge SAX ` K D (1.120) 
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是 指数 稳定 的 ， 亦 即 系 统 的 每 个 解 XC AXo to A fi it: 


(X Xot) [SBI Zo e 70T, n a>0) . (1.121) 
其 中 常数 Biya H Xas to HR. 
由 常 微 稳定 性 理论 中 的 Malkin 定理 :'"1(P321) 知 ， | 
若 代 .T2 叶 )? 式 成 立 ， 则 必 存 在 一 个 正定 的 二 次 型 : 
O W(X, Ð) = (CX, X), 
“得 pai NR, GD, 1.12 





下 面 我 们 党 以 地 到 era te PO) RR 次 
HRAC. LORE, G i RA FR 
P. (c+ 4eC+ O, W), 
为 了 能 馆 将 定理 1.19， 应 用 于 系统 (1.119)， 就 必须 将 
CLEA. SORTER. ch, > 
(meres o 


© Hg Gy | 
aot(X, i= f ; 


0 eymg KE 
TB Mals w) = Ewido), 其 中 Eo) X Bn 中 的 一 个 
jal 
Sept Tanynos HRV (X, D = WE, wal T 
FEL.19, WT AR. ， 
定理 1.28 加 果 常 微 系统 (1.120) 的 解 是 指数 稳定 的 ， 
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则 存在 一 个 常数 C>0, AEP MERE sw) i 满足 大 数 律 ， 
WA E Yno) | CCR RPL y(t.) ,随机 系统 (1.119) 
7253 DAL WE EM. WME In, o) RARE, F 
它 假设 保持 不 变 ， 则 随机 系统 ql. 119) FILE RA SE BOE 
的 。 

定性 1 也 使 得 我 伯 有 可 能 对 常数 〇 作出 估计 。 

FAL AS 开 #ayaos MAEM 1.20, AJI 以 
导 得 对 于 随机 系统 (1,119) 是 p 稳定 的 充分 条 上任， 只 要 过 程 
It 7s a) | RARE 1.69), 

为 了 进一步 讨论 ， 下 面 先 来 考察 一 个 例子 。 

例 1.10 考虑 BE 中 的 方程 


= (alt) +é( oe, o 128) 
CAR | | 
a(t) = «ooxp{[ Cals) tE, w) dds} (1.124) 
Fl FA 1.124) i BOA WETER. 19 的 证 明 ， 我 们 可 得 
FRAO. 
(D 3B RAL se 5 REE 


对 每 具有 零 期 望 且 满 足 太 数 律 的 随机 过 得 EG, a), 24 
G1) agp 0 H, FRE CL-123) BR XO) =0 257 MPLA E 
EN; 4a) ra >O 时 ， 是 不 稳定 的 - 
《2)p 稳 定性 。 
利用 引 理 十 ， 好 于 和 具有 net, w) = 0 HX A EKG- -8) 
HITE £8 Gauss 过 程 上 加 @)， 可 得 
E| Xw |? = |X. lroxp{p] a(s)ds + ey | E (4-8) dais} 
(1.125) 
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BERR (a) ARTA, ME oar arn 
| | EG duds= f(0)t tO), (ioo). (1.126), 
ikea, MNL) 酒 《1.1589 推荐 方程 
CL. 12S) He cl o=O, SE aubs Wh E (ho) RRP 稳 
定 的 ， WR p- 2m, FO) = Po, Cees be 
i p> ps HeD =a Was AEUR Jep 稳定 
(Ba) =O WETICE. Joes 
o MERNEK (SO ISITE. FEN, 如 如 存在 一 
AB), TBA Hom, a(t), Me HR E 
Pi | ts, adds >a), WAG., meo =0 ERE 


不 稳定 的 。 例 如 ， 当 中 心 极限 定 : 理 可 应 用 PL BEC, 0) 
洒 分 对， 就 是 这 神情 形 。 人 可 以 科 用 中 心 极限 定 吏 于 此 情形 的 
ABP EAR TF, WE Rozanoy 中 中 找到 ， 
FRAG RRA, BR ARE REE 
W, RAES Rea, 0 -前 特 钙 fir. EAA janynos B a 
BENT, HET RR, Wa NERE O, E 
得 从 PE CA+ APC EIDE. AAEE * ` 
(CA + AD> AE i -ACX, A); X EE, ay C1. 127} 
eyed. IA, UEMPRC MCA+ ARCS D W EN, 
人 
D ARATE MEAR. 
RI — Rma. Mr Ma >。 


2a 


定理 1.29 ME Ap UXT IIE, CE A 


一 个 ‘Gauss 过 程 . 另 外， BRIR o) why wE -$ 
广 足 再 列 条 件 ， “s at 
a BY (2,0) H <Å hs 7 E| Nb) 一 i “Cs , 
f [Ken lds ; 


CHPE C, 0) = cov ass os me, 人 ) 是 一 PED HERE, 
WU FASE 


党 A Aen oy) x an Kee 128) 


Ea AEP Br v0D RAEM, R 


要 . KSO FVE. o anata 
DENI os EM POSO 利 
FAC. 127? 利 估计 : 
(OnI) = ety + otz, Cc tx 7 
Ko 74 - OFX = Hoes, 

FRY : 
GOD MW + (One OX, DVO- M+ QIni). 
m (1.1295 

[P(X (0)) PLP (Xa) poxp{ ~ pat + Bef” Vy (s, 0ds} 
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He EA wa HARIS, É oc cme 
EVU oD PREV (Xo) Pexpipil =A t20 + YO 
+3pG 0). 
Hy 4s aK (1,130), BEE OoOo . 
PEEL) RETE 1,20, 00282 RRA, AER ER RB, 被 一 
个 满足 (1.107)， Cl.108) 和 (1.114) 且 真有 充分 小 的 Co 和 Oy 的 Gauss 过 程 让 
Sa SSAA IE BM O 5, 
(DEERE. — SB EIT Caas BR OMAR 系统 ， 仍 


RETRE EELT. AKARATA 二 个 不 稳定 的 确定 性 
系统 ， 订 以 通过 选择 一 个 共有 零 明 户 的 Gauss WaT CEE “ 




















二 、 非 齐 次 系统 | 
项 让 我 们 来 讨论 - Po RR. 118), 
CL) AU FB BL 2h, SE 的 线性 系统 在 小 


糊 税 扰动 下 是 处 定 的 . 
(2) 由 定理 1,14 推 得 ,具有 "7(t, ©) =O .前 系统 (1. 118). 对 
ERAR RB, a PA, MRE 421 
nd. 12778 AL. . 
现在 我 们 来 考察 n, w) 0 HOE. ser mimi, By 
假定 过 程 nG,o) E Gauss MRL, HEERA AERE, 
ELI. BARN o) MERILO M4 fta R 


Biwo) a Ae BUA E 的 随机 过 程 ， Hy, a) Mog HA 
ARM, MRS | | 
ak. = (A+ntt, DAX BG, w (1.181) 


是 托 芍 的 。 如 果 | oo, 
. Wy F240, ICCA. (1,182) 
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(EH) S70 = (OX, 也 )， 利 用 类 似 于 得 到 
CIDIR, MEARE CL. 100),. RNR 


WX 


ese A+2I 4 Dy + OX BU, wy) 


Ja wa) |? 





CHA Ei 5 1 +o + 


(Beh et) Pail, ASI 1.6 UREN H 


EFX GODER raconti Crta 


LT Co) Peasy i io + T | ekpf t ata 


AAT (us 00)! dE | Ba, 0) | jas, 
- 如果 XC) E RAF (1 eT) iE AK aA 2C — 2 C 


-20, AAR TC. 15), ARRATEN 常数 2 一 0， 有 


; EPOX Cady 
册 此 及 引 理 1 地 可 得 过 程 开 (ao REGAL, WHE A 
EAA, E 


GELRE 1.3009 ER | ‘spate ot, ots BG, a) RATER. B 
Sb, tERaep, Ane si WAI Young 不 SAG: 3d) EHR 


iM: apta iH TOn en | any} | Bis.) | 2, Wak, ve a 


DE BC) ee FAE a Fa, TRE BOLLE RE 
Ph 1.132), FESMAUTEN ARS, 
全 1. 11 设 jes Tie Tins 一 是 一 个 独 耻 同 分 布 的 ix 的 
MEALS FL, Ex, = (Ox Wek Ay pe OR Pe H 
XOX., MARRTK WEEL, K+143 上 的 演变 受 约 于 
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ED CA XU, 0) - (024837 
记 X, (a) = Kea) BR l 
Xalo) = Xarp (Atir) oxp (Adti) ex P(A + go) 
os ot (Lith 
Br. 184), 则 系统 (1. 198) 是否 稳定 的 问题 ， 就 化 为 随机 
JE Et EA PG TS 
尽管 很 多 作者 已 经 研究 过 路 机 征 阵 乘积 的 极限 性 态 i E 
Ma 已 知 结果 不 司 能 去 导出 关于 土 而 系统 稳定 性 的 方便 条 
PP. 
| BWER A 是 稳定 的 、 且 5 APRA. J 的 
正定 拒 阵 ， 利 用 证 明定 理 1. 23 的 方法 ， 可 得 如 下 的 结 
ma À. E . 
DE motn S oe a. 135) 


yo 


Digt 133) hi 随时 过 各 XG, a). A5 MLER 
f= E oxplalng|} Zoo 4 ‘a. 136) 
Fit, BUTE, WABE), d. iT 
充分 小 的 >0 AEs WAR Xt), RFS ANAT p AL 
ip 稳定 的 ， 
311.31 #Ż 是 一 个 正 随机 变数， 使 得 对 bo Oy 
可 expfm 存在 ， 则 对 充分 小 的 有 


到 expfaE}<exg{z 本 二 号 -26 +p) 137》 
iit, pla) =O) H e0 时 。 


Ga 


ERRUR, FERRAR: 


Bexplagy = Sy RE =1 nome 4 E Be 


iy 


` 加 ~ 4 nies 上 . zi a on. a . , 
i E2 o ECI tamet SBE + 二 全 


mms. n — g” 


各 不等式 (1 FY (7 > 0) FETS £ 其 中 acy), 
PUL ARCL138) WUE, MARARA a, HERE OE 


e EER. AA, H Gh 129) TARP i mT 
FLIER AA. OG RIKER, BO m 
(OXG o), X Es) OX os Ho) expt 一 pACE— 1) + 


2p tel be tm DTE 
H Jy RAL. 是 独立 的 ， 则 对 充分 小 HDs 1 cL. 185) 
HICL. 187) FE 

DCN Ct, 00} 9 XCF) PE (OX, Xe yrexp{— pak) 


+ 2pCBy Moi +e: +E} Ans | Holp) 
EURER. 13D MAY, AASB FE (L185) Fl (1.136) 湾 
fey 则 由 系统 二.1337 wh AEA PE Xceed, FESS HG p ii 


PLT p Rae Pje 


SL 
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1t6 随机 微分 方程 的 稳定 性 


在 第 工 章 中 我 们 研究 了 芭 数 为 一 般 随 机 过 程 的 微分 方程 
的 有 界 性 与 稳定 性 ， 闭 重 研究 了 参数 在 随机 锅 动 下 的 稳定 竹 
问题 ， 然而， 正如 我 们 已 注意 到 的 ， 在 这 种 情况 下 ， 不 可 能 
期 望 得 到 较为 理想 的 结果 ， 除 非 随 机 抗 动 具有 相当 好 的 混合 
th. 幸好 ， 在 “ 短 记忆 区 间 ” 中 ， 这 种 禄 声 的 自然 极限 情形 就 
EGRE, HEIR Io 方程 解 的 稳定 性 就 显得 十 分 的 重 
SE, RAN TA ESE ENAA De A BE eH 

”关于 Ite 方程 的 Jiaryaos 稳定 性 理论 的 兴起 ， 主 要 是 
Æ T Kac fi Kpacosexnm!**1 K EAERI IID. i 


AX SAX, i, Y). 


KFIR XO =0 KREE. SLE YO) 是 一 个 齐 次 有 限 
Markov 链 。 他 们 是 伴 助 于 Jraiyaoe RROD. RUA 
Has minskiil) 对 他 们 的 工作 作 了 多 方面 的 推广 , 从 而 Tro 
方程 的 JIarysos 稳定 性 理论 ， 也 就 送 步 开始 兴起 与 发 展 。 


§2-1 It6 随机 微分 方程 


一 、 随 袖 动 态 系统 的 数学 模型 
确定 性 动态 系统 的 数学 模型 ， 通 常 由 一 个 常 微分 方程 组 
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a x, = F(X.) 

eal 38 TA A RPA- TARE t EERE pi AL 
这 类 问题 ， 实际 上 都 是 假定 系统 未 来 的 运动 ， Hh 前 的 
态 决 定 ， mA EMAL EH RES, MERAS 
HAY “Markov E” (it, BIES FRAG MR, m Ef 
EER) E, ia IF 的 证 本 微分 方程 


ar et D. 
dt 
这 里 对 Ri— f, F, D 是 一 个 对 F EDLC MRAR 
X (s) iZ e PULAR a00, - 则 此 系统 素来 的 逐 动 与 系 
ie 这 去” A RAR. MATRA RRA RBRAB. 与 
HAE Sa REM e BAER AR ERRA P, 
H EER o. MEE ‘Markov 性 ” 概 设 的 前 提 F, 
以 党 名 分 方程 组 来 撕 述 确定 件 动态 系 综 的 运动 . 
Markov 过 程 在 随机 过 程 中 ， 如 同 常 微分 方程 在 动 ; 态 系 
BE TE HAARR RĀ. Aik, APRU A 态 系 统 的 微分 方 
FANE, ORME ROLE EY eee 
一 个 Marko | Ey WE Fro FEMA: vo 


dX) + ze BX); arc， DAW CE) 
. k ` 
= XG) pd + E ot, Haw, 23.4) 
i zt 
a ee U oal 
SL REPL SARA Cy I Be, MOP CY, 8). 


oa, OX DIAE pA m Be, oo CY 1) = Ca ON, De. Wn 
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Bick ki 的 标准 Wiener 过 程 (或 Brown 运动 )。 

这 种 模型 的 起源 要 追溯 到 1908 千 ， 首 先 由 Langevin 
考虑 过 (人 WB ARAL). MAAA, Binstein 和 
Smoluchowski AR T AANA TF Brown 运动 理论 的 第 一 篇 论 
文 ， 然而， 较为 系统 的 狐 究 仅 开 始 于 三 十 年 伐 中 。 随 机 微分 
方程 (2.1) ERG A MY SRE a Teo WS I CH 
AESA RED 中 给 出 的 . 这 种 构造 已 在 很 多 有 关 鞭 作 ( 如 
Dynkinlt], Gilman 与 Skorohod(2] j FARTI 等 中 详 
SR Mi MIT, BE 以 在 本 节 宙 ， .我 们 将 不 加 证 明志 叙述 关于 方 
RACQUEL HR — HE AIEG 性 质 的 Ito 定 理 ， 
Dats RINSE eR ee . 


= mame ， 


LARA oF! RRM 0 a 
LEW G.w) 6 E Ca. dl) Jy it OPER CQ, X, P) Ei 
一 个 一 准 标 准 Wiener tRNA, tO a 中 集合 的 gq 代 
ie, Pie FIA tE: 、 
G) Ac wT ty By rn 
GRIF EO, WERTEN TA 
(过 程 W (DA RW GH WC) 独立 于 每 事件 
AGM, 
:。 随 机 积分 定义 【一 维 捕 形 ) -一 一 一 
定义 2.1 CORRE thy ry ta ARRA A FE 阶 
PAR (t,o) = fK, masie (4,51, (ORM 
Way, W Ito BAMLE! 4p ENM He 
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b CAWS Faos WRD 2.2) 


HAW Ga DWG) E sji 的 独立 性 ， 易 证 Bt 
Bi BLESS PAR ER bo 


UT Bi. (2.3) 


aif FOO al Pyle oait} 


afro Poa. a.s. a. en 


(ii) mi PO EL, nat ES EG Lee BSE A 
测 的 ， 则 它 的 Tto 随机 积分 是 通过 阶梯 函数 随机 积分 序列 取 
BRR RESCH CAL Gihman 5 Skorohod ™ g CH 82 REE 
HO 第 十 剖 )。 而 且 可 以 证 明 性 质 (2.3) 和 2.4). 3h EB 
函数 F 0 也 部 的 正确 的 ， HE ， :. 


a feros F RUL aagi 0) 2.5 
3。 不 定 随 机 积分 On pee Bee reo 


SMER, AUF ELM ALL SEE ) ， 
EO =f Ge afa 


CHF Xt (3) AaB is <a) 1 ae Me) da PE, PAK 
JLE A SR ESE BEL, HI At Konsmeoropos 个 FA: 





4 Crmaromonnrs( 963) 1817 BW: a EAD 
(ey 上 F(a ty & S petites tia SHAME, 
Poe Ce RRA Fpi Creaton Bh, O 
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PE sap |KO IDC MOYEN BL FS) | Molds. (2.6) 


4。 多 维 情形 .  . sg. 

至 此 ， HC MART E, 年 的 随机 积分 ， rae 定义 
到 和 多维 情形 基 没 有 村 么 轩 难 的 。- 

ie (e+, TlO Wy E 中 和 的 向 量 ， AST REN ts 它 
的 分 量 均 为 A, A A EW GO Wa) 是 相互 独立 
的 A”. TRS Wiener 过 程 ， 识 对 任 一 及 >0, MILE WG 
+ Wi PVR N'i 中 的 事件 ， WIRES E 的 随机 积 
分 十 PYM: 


t E t 
GW = f rE C= abr = f g (s) dW’ cs). 


ed er Sf WG) 
其 中 arfs) =; : ; Wis=| 
oaks) fa WD 


ots) = Costs) enn (OL) 2 "OS. 


{ul 


- RGR 25 Tio 公式 


Dt a) E lo Go |? rs 1, 2, EPR H 对 
得 个 = WA TEM, deak MRE wit, 有 


Too, Oty aE pty le gat ft, a 
Lon) ~ GQ = p Bat+ zk a, dl.) (2.7) 
LA As YEAS FR EG 有 . Ite einen bie AA. - 
a) = = b¢tyae + > or Ch dW rt) . 


to 对 于 随机 微分 、 建立 了 下 面 类 似 链 的 法 册 ， ie 们 称 
EH ito 微分 公式 ， 
定理 2.1te ASE VP pee YD (VEC Bt Ta. be) 


oF 


关于 XA BAH MES SI, et Aih E 
See. SEER E nate Ci 有 Ito 微分 : 


ae) = ba) dt + > ca (), ， 
网 JEn nt) sut, i) 也 有 1 这 a. Xa- 


dnb) = faen + [oe Seo D 


+ feo. 2 4 sel ule), oja 


+ [0, fy eto, 1) dW). 


i E 
24 





rel 
ot bey how) GB) 
其 中 | 28, ve 2 y 
BE a 
. ` . : . ä Ta 
Lors gg Tu =en gop ony 1 ) 


== go org 
显然 ， 2. 8) 和 通常 的 链 法 则 之 的 着， RRR. 
oa AB toc, ES Tut, tat. 
i 加 到 请 机 各 分 方程 人 2 1), MERITI WET H 为 ， 
它 是 关联 BE, 中 的 过 各 X Ga) Al Wiener. 过 BW. a =1, 


paolo differential .- equation， ， 借助 于 积分 ， 


FHC. 1) 等 从 于 下 列 随 机 积分 方程: 
X(t) = XU) + frre, s)ds SR T, CX 9 ,DW, (3). 
* (2.9) 
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: BOR X irw) j BIH AE 2. 9) 在 区 FIC to, Ti 上 的 一 
R, Teese 

CG) MF E [toe Ph BAAS 可 测 的 ; 

Gi) Ti. 9) 中 的 积分 存在 . 

Gi A Ey PI ENF IE I #29. 


m. Ito 定理 


FAREA ATIRAN N, ik — iE 和 其 
些 其 它 性 质 的 定理 的 概括 。 ' 

l 定理 2. 2 ian Boxy D, ox, E … + ox, sy 
CX EB, 8 Clty. TI CX, VDE RB ATE TE. 
B, sea LICR, PAR Hr: 


oom 


ee 一 bY 28) | iv 六 ic 一 i 
BIX- 1]. (Lipsehitz®¢h) (2.407) 
DEX 8) >) [et CX, 8) | 
<BA+ |X) GREEN RJAD (2.109 
而 er 
(1) Shige Oh ae Fat AW) A) LE BE 
Xp TR 2.9) FFE CG, a), FE BE E 
— fl, a APE AR LAP eR ABE o 
(此 解 是 一 个 Markov 过 程 ， E HTAR EE: 
te P(syX3t, A> 4 Fetler WA. 
Ps, Xt, A) SPX € A} Donde, 
(iil A yt Borel Wf WR). Rp XAO 为 下 而 方程 的 解 ， 
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ra rf jE X 
P GETS) =X + DE a uddu | oR , Wa, (uy 


| (2.11) 
(3) A+O, HBAR PCs, 于;#, 条 满 足 
BLX**(s+h) ~X] =| ~ DPG, Xith dY) 
SBX, sya + oth?) | 
ES (E(t h ~ 2) (ah (s+h) — 2] wee Re; .12) 
zaul Dht oh) | 
P(s,Xsh+s,U',(X)) 200 7) 


这 里 所 有 和 个 计 o(*) 在 每 有 界 区 域内 ,关于 SZ a RAY, 
ÉE au (Xs) 是 矩阵 ACK ss) 的 元 索 ， 此 矩阵 对 于 所 有 
REE, WUE 


CE = (CALs DiE Be CB ono dias 
ae O OT) E È Ts , DX, s); i j=l, 号 
(4) 存 在 一 个 常数 它 仅 依赖 于 空间 D 的 维 数 ， 条 件 
(2.10) 中 的 常数 BARRE Tt, ME LAE MS By Ay st 
Elie TLE o ` 

EB] X#*@)— ANVk- d+ X]. 

(5) 如 果 方 程 (2.9) 的 系数 与 s 无 关 ， 则 对 应 Markov 过 
程 的 转移 函数 是 齐 次 的 ， 

Coe RT TE BK a Gihman fl Skorehod™!Dynkin™ 
HFRS, SER PRR ACY, s) SAA, SCX, 3) 
称 为 位 移 向 量 ; EHMRFRR, HCIDRABBBH. 

以 后 ， 我 们 笃 常 要 考 哄 由 方程 (2-14) 确 定 的 Markov 过 
E ORKEST ROLIR ) Z Ga, WRAN KT 
IMAA o 代数 人" 可 测 随机 变数 的 期 望 ( 这 里 
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= fos}, El h SF fH. 《后 二 
ACB, slicooPA WK o 代数 ) 。 因 此 ， 我 们 经 常 以 概 
率 测 度 了 ,x 来 替代 P， 即 Pux{X(D) CA} =P(X7G) EA} 
(ACH) HUY Ex 来 蔡 代 如 ,如果 方程 (2.9) 的 系数 Ss 
关 ， 刚 我 们 上 只 需 考 虚 过 程 Ke Cy 六 此 时 的 解 过 程 为 齐 次 
Markovil# >, MO EMG XC), Béla, ILE 将 分 
HHA Py 与 By ABR P 4E, 


E, PRET ORBABDME 


让 Cy ih BEEF ooon IR Me Ft 连 
oe a] SAO RE, ATV COL, MAEM 2. Ame. 2, 有 
V(X G) — V CX), 8) 


= {or (Xan) u). e $ [Een Seam G, (2.13) 








= x «fo. 2 avs 13 [on 2r. (2.14) 


Sots WAG PRES BER (或 它 的 增长 不 快 于 一 个 
XBRE), 则 计算 (3。 18) RIE, EAR EBL AR 3} 
的 性 项 以 及 Fubini 定理 ， 可 得 ” 


BV (XG) VR), 0) ] = [HEV E udu. (2.15) 


FL 


HX) = RED RA ER BEA n= ts BRIA HR, ae Ub, 
firs+0, Bi" r |: 


Eth l 


T o EV Rs) (BADD 
| IL, RAS ara aR eee PEC, 有 
AV (CX, 8) = BY CX ays 
AI 。。 . 和 
io Brits OO 
RAA Sy O19 a eC) RSE OFS 
Fa 2. 4D REA LD RK Markov 过 BO 
MER RF. HEM, BAMA THe — 
PRAM, BN LV 在 点 (Xs pi EER CX, s) 的 任 -小 分 
RaT ee. SE RRL, 对 于 任 一 函数 
六 EQ,， 出 下 而 的 引 理 给 出 。 
引 理 多 .3 (XW), vets, UI} 为 方程 (2.9) 的 解 过 过 
E, VCO, ty WB XW KEM A HRA FR BM K 
Hg, Bw Ty( t= Te At= min (tes t), sp, Be 
P{X(s) EU =1, W 
ELV (x (ty (E) T(E) -FWD EES 
= ee EPX Gu) yadas 17> 
Lie}, XC) HE EM KO RX CeO)», FE HAE 


ae 
i- 


Bi, EARRR UKMAR, ÜH total Ama > 
aAF =x 


(IDE DDd | 








Ty>t 
+ ROLO BAW, D. 
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《 Bis {ryt} € A es 所 以 在 此 式 中 的 Ito 机 分 是 确定 的 》 
利用 定理 3.1 于 过 程 了 (和 KRY, 我 们 有 


F(X tu @)) stv H- VAO, sy 
f re 


oP LW det: £52" [on ex lr w. 《3.18) 


Ge jee PAW (u) = fx, bea DAW (ui) FF) ee 
积 分 的 性 质 ， 即 得 (2-17)。 B 


me 《1 > 在 引 理 的 假设 下 ， 随机 变数 TEW, $). EE-E 一 定 存 在 , 
EAR (A15) 不 一 定 成 立 。 
(2) 在 公式 《3.17) F, BIX, BMibhest+),. MA=t—so+0, 
ROSA 
O ava Ëm, Eut Xpt ), ryle) rz, 8) 
. , Bnw OFA) =] 2. 19) 
VX, 3, 


(219) RERRAT A, ARF L N-AR. KATEA 是 由 
Tsar RE ERR FAT. a 





“ga. 2 ATENE ept 


一 ， 问题 的 提出 


EBL? TTE ENTIE RHQ. 10) 成 立 
则 方程 (2.9) 的 解 生 GD， 对 所 有 的 pac RAZER 的 。 
BHRT (2. 10) fie Aa ， 例 如 ， 由 


GD = — Spars anc 2) =a 
ep D0, 直觉 地 y ere Ty pret. Ee “at 
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q 该 运动 到 原点 ), EIERE, ATEI RE s 空间 
的 一 个 紧 区 域 中 成 立 。 对 于 本 节 最 后 的 例 2. 5 以 及 对 于 部 分 
可 观测 的 Markov 过 程 的 统计 分 析 中 所 提出 的 一 类 重要 的 随 
GLACI StratonovičlS, Sirjaev"I j, 也 有 同样 的 类 似 
iad .因此 ， Db Fhe BIRD BEC. DERRE E — PEE 
它 较 广 的 条 件 。 本 节 前 目的 ， 就 是 对 于 Ite 随机 微分 方程 去 
证 明 与 第 4 章 的 定理 十 7: 和 定理 业 .3 相 大 位 前 定量 。 为 此 ， 
我 们 先 作 如 下 的 分 析 。 4 = 
CL) 如 果 条 作 (2.10) JERU, x 工 成 立 ， 网 我 们 可 
ORDER RUPI bn CKO WM 6X, (EBM Ti Xin, H 


b, (C52) =b(X, t); oe O SEF) =o, XD; 


LY by A Of” TEE PILAR ARREWAL 3% ft (2.10), IH 
M22, MELE PRET ER D o 的 Markov 过 各 
序列 X,4t), 

TMM, MUTT Xo) Rasa EB, 中 有 
紧 支 柱 的 情形 。 些 时 。 对 一 切 men, 显然 直觉 地 有 记 可 
严格 的 证 明 ， 见 Dynkin" ) HEX ORFEJ <n 的 首 
出 时 是 恒 同 前 ， 记 此 公共 休 为 妆 . 些 外。 还 有 直到 mm， 这 些 . 

过 程 杰 身 是 重合 的 ， 即 


二 Coet AT 


on eto 


Pt sup. lee 2 ~ Xa) | D = 0, men, 


OE WY noe ht, iota et m 的 (有限 或 
元 穷 ) 极 限 TAR LE eH AET ER KR 
首 册 时， 或 简称 为 逸 出 到 无 穷 的 内 间 。 这 样 定义 是 自然 的 ， 
HAASE, WERNER HENRI RTA 
Si, CHAPARE ARS EAS EI EY, KEA 区 RR. 


TA 


={{X]<n}, Whe ARAB, , i 
(OHF RNID =X.) = GA) 来 定义 
— Pa BIL ALE Ct) BY DEW aR ice, 它 是 一 个 Markov 
过 程 ， Fee hk, AP Markovil 2 FLERE 
Markov 过 程 ( 关 于 Markovr 过 程 的 停止 过 程 ， GLODynakin'). 
SPAM, RUSE RE MERA. 
EN22 KUKI MM, WR 
Ptfr=eoy=t 2.20) 
其 中 为 过 程 区 (的 生存 时 间 。(2.20) 意 即 这 程 XO DRE 
FLOAT LIT CWSI ESL.) MTS, WRK FE C2.20) 
WE. UXO), WEP et RULE. HTF 
MEER REKTE, EMIS, TERN 
来 讨论 基于 解 的 正则 性 的 更 一 般 的 条 件 。 





一 、 基 于 解 的 正则 性 条 件 四 


定理 2.4 BREKI (2.10) fete HK Ue XT 中 上 成立， 此 
Sheet 石上 上 ete Pat HERF EC. 得 RT 数 C 一" 


有 C e 
WWE, RD 
Vas at Px ,站 一 oo， 4 R00 hy. (92.22) 


则 定理 23.3 缚 论 的 第 QD), (加 和 (本 部 人 成立。 如 果 在 
(2.12) 中 的 期 望 光 以 “ 蕉 尾 ” 期 望 来 . 蔡 代 ( 即 例如 替代 
BCX (sth) > XI, FA LAM e+ -X]h # 
tH x (eo) 为 集合 (os (XK (oth) + OLR ATER). Ma 
SO SMA LE, oR SE 

EXD PE EX GD) De, " (2.23) 
?3 


‘WSR 7 it SF HE 

LEH] 首先 证 明 在 (2， 2D 和 (2 22) ABET, REET 
MAE OME ma, HH, > 
W(X AV CX, Dexp{- C= te)} 


LW =exp{-Ct= 4) VE- OV )<O0 (由 (2.21)). 
| AHH FB 2.8, RE TOO STALL 有 oo 
EV XG, T CO) expl ~ COC — to ?下 一 EV (X Cod s bo) 
7 o 二 人 wae "LW (X ww) du<0. 
HPO =, Att, HF 0, 我 们 有 
f VX) TI PoE EO) 7 wo) 
[Tag 


<et PW Xt) w (2.24) 
H .2p, 我 们 导 得 估计 Cog tk se pee 
sii= to) 
Plt er Fe ae Lo fas 
i’ . -sa oo ， 
ik noo 1 ae ARI (2.22), RPA (2.20), MERET jii 有 
fe REO BARON, HED Le — 
事实 上 ， BË (D 2 NL DADE X PAE — +E if 
Ga APR XOY (OA 


Pi ot, O, TYO >=0. 





其 fey REO Wess Sh Hea, at Diets tf 法 证 

之 。 合 刘斌 世 迁 过 社 人 (2309 中 的 地 wop SAL F atoa HE 

来 证 明 关系 式 (2.28). ARM RLY Ht RA 

OX Cee) OT RR, SE ae BE, M 
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Gihman 与 Skorohod™P5§12—514 HUA EEA Ë 

C2) (1) -SHBASEM, BREMP RRP Ree 
5 和 ov HE. FSR PRNG, EME oe PRO 2.209, (232) Re 
只 在 区 域 Us x {P0} CER Boy BA EE 2, 4 REID IR Re, 
ABBR, TERG, ECAR | XI >R ZH, LR m 
SCRTT GR ESR, MAERA Markov 性 ， 我 们 容易 给 出 在 定 区 2.3 的 
ROP HAREE. PRAGUE, PARRA. .. 

C222 D-H, (DA Wea TP PARI, i 使 ' 择 
日 Pw 一 了 。 则 我 们 可 得 到 下 到 的 结业 : 

UAE Dax tt, RBS Mog RM C210), the Dx Day 
WEAN SEX TE eT a 关于 AE PLONE TC, D DRS 
(2,219 202807: 








int mm De, 3 aeo ht, = F, 
让 > 和 下 


另外 还 有 PU x(eD) ot, saat 2.4 aera, SERICRWEA AN 
PU EMeCD} =l, 对 于 质 有 的 teto, 

《后 一 结论 天 明 ， 下 六 向 过程 的 样 林 六 城 在 任 二 有 限时 刻 都 几 平 必然 地 不 会 从 
给 定 的 开 集 D BF. CTC RR AI. ) 

下 面 的 定理 表明 条 件 2. 2D, (2. DERM BLE, 
BVP RE RAP BG 

定理 2.5 ike RE OR x {e>o} 中 ， 条 件 (2.10) 有 成. 
W oy IEA Es Bex 0), By: FEE TSE A FPR BL 
VIX.) EC, BEE FET ODO, E 


Voy. Bn 
WRITE MaRS VX, 8) > HACK, Bs tA 程 2. di) 7% 
SCAG LER KA Gh di oe" Ee agg 
Phe 9 < Fol sup AM a) +e}>0, neg hese. 





GEMI 完全 类 似 和 证 各 2.4 前 证 明 ， 利 用 引 再 2.8 和 


TT 


RID F 
EV CX (Tn E(t) yE @oxp{ — Cat A) VAS). 
BAY 是 有 界 的 ， 从 而 有 
Eoexp{— Otri Q) s) jap >V (x, 2). 
ikna, WR TIO SAER T ABE EO RP 
AAR H HE, ARE T te, ay 
l E exp = CC (HD ~ 8) }supV >F (X, 3), (2.28) 


假设 对 于 菜 个 过 s+ A inep V/V, >s, 有 


Plo >t} =1, 
WM FA C2. 26) E 
. exp{— o-r, /supV, 


从 而 一 
. i<s+ Fin (sap, V/V (X, 8) dy 
与 G- 9 e /V 29) 的 假设 矛盾: Lae FB 
得 Pt 





WAR - i eR 
X Pirta i mtia TES +>. i 


=. RFKEDRMHER : 
PAVESI HE 2B ARE Eo BE) 是 不 
TEMA GU BAR. ZETA FP, FELLD RE 
E XAQ TI] bial. ,对 于 r, KARE 
WAE MERDE, CARAS, in, 
我 们 可 以 令 Xe e* +O) = 了 (EBD) (BURST A ER 
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HAY), WARE BY MAE CR ETE OS aid 
程 的 发 展 .有 关 Markov WH, FER ARG 中 边界 时 刻 
之 后 延 折 的 文献 很 多 ， 此 问题 是 紧密 好 与 各 种 到 达 边 办 的 这 
能 方式 相 联 系 的 。 出 方程 423.11) 定 多 的 一 维 时 齐 过 程 情 形 ， 
Em Feller fi Ventcel™ 完整 地 研究 过 。 对 于 多维 情 
形 ， 报 有 意义 的 结果 是 内 Ventcel™, Ueno 以 及 其 他 人 
得 到 的 。 


四 、 例 


下 而 我 们 求 考察 儿 个 例子 。 

fA2.1 设 条 作 人 2.10) E PLR aE E o, W 
= 《下 | 上 +4) ， 对 每 个 n>0, 满 足 定理 2. 和 4 的 假设 ， 因 
EFEC. HE XO BOA SIR A i) EELE 
必然 有 界 的 (此 结果 山 定 翰 2.2 HG) ESR, SE OE Re 
心 ， 我 们 有 估计 

EIX (H [CeO te) BX Gy) |". 

SCBA], Wa Sea A AR fd (2.10) 的 解 过 程 一 宝 是 下 
则 的 。 

例 2.2 假设 条 件 (2.107) 在 每 有 界 忆 区 域 中 成 立 ， 江 


HX EB 有 
181<BCL+ [Xl in| vee | (2.27) 
So, << BU + |X [tint XI]. (2.28) 

roi 


WU FU PAA Uy ea = (| +D eA 2.4, 我 们 得 
A Ty FF C2. 9) A APE AT FD 

HTD RIB, RER, XI], 24 Xoo 时 的 增 
KERET |X aX +1. FRA eA, mALS, 
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SXIA KERA, MERA RAE AS T. 

2.38 .很 设 条 忻 (2.28) Bie, HEREA e>0, 
CXD, XJS Xi daj X ti, 
maat ERA OD AOR EI AS TT. A WE e, 

REL SCA HH A 
V CX) = exp{—fIn({Xi?+ DT} 

yor lL 2.5 Bay, 

ERAP, HTAR, EAZA A REN 这 种 
we, TF e= hee, ML § let). EF 
求 一 .个 由 于 大 的 扩散 而 导致 不 正 mip T A ERY. 

2.4 EE, 中 考虑 出 方程 人 ,9 证 交 的 过 Be@), 此 
bho AMR, WHAT LH 


天 一 = = ten 9 2 goad a’ (2,8) 2. 
利用 例 2.3 Plea RT aa, Se, WE 





o> Bie + Elne tD, 7 


DAS BE AE oe IRE BER HE BY oO, 8). 过程 
a (4) ARE RUE, SRT 4 BBL Be, 8) ERPAT, 
MIEGI PEELE wa. aT, 2% be, 8) = e NEA o =x’, 
EIE MEMES 2.4 FETS, BERI OM 5 Be A Bh oR w 
Cxt +n > . 

O 钢 2.5 妈 使 对 于 定常 强度 o? HARA A Van der 
Pol Fare BY FA FA TA THA Hs JEE 2. 2 BET 
成 立 。 此 系统 可 出 Ite 方程 . 

da, =m it, dm =L- #, Feia Dodds oap © 
eR. CH Ws Ba AK l 


20 








r 2 2 
F = [rs tec 3 - - 21) J? + Ti + 
TERM SEM 2.4 Ris BI 
aon My _ 4 &W o av 
IF =t rit eile m ea, sil- Dey + Ss be? 


zt 2, oe, 7 
= = ett. tom, ce. 
3 2 : 


Oe EtA TF 的 。 


$2.3 随机 微分 方程 与 偏 Bee 


在 $2.1 FIRM OBB), (2.14) 浇 定 区 的 Markov 过 
BERADER T L 是 一 个 情 婴 分 笑 玫 .内 此 ， A BL A 
分 方程 2.1) 钥 的 性 质 研究 中 ， 有 时 识 然 地 就 要 联系 到 线性 
范 物 方程 或 换 回 方程 定 解 问题 的 研究 . 为 此 ， 我 们 将 通过 它 
们 之 间 的 联系 ， 来 建立 一 些 研究 (2.1) EB fac EA 
请 果 ， 这 就 是 本 节 的 且 的 ， 

—. AKER HABA R* 
1. JHEP 
AS We ER TED ER FF 
Us, 工 2, Gis wa +3) b (x) Fe 
+ OC Xu (2,29) 


EPa bX) CL) GE MAE U(CE) HAIR F E, 
TER Xo Z 是 称 为 ME MB 的 ) us RE 


* J Priedman 19 13543, 
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(a; (Xo) MEM, HERMES AGE AGE, A40, fi 
p> ai CRRA OO, 
wel 


MRA BAX CU, ACE, 存在 一 个 机 常数 x， 使 得 





t 
Biase et ， Ai z, 
+j 
NP 2 AU fa, 





FF VE PG? BF 
i 2 了 
al p eu Ou 
Aue 2 ,之 aX , 9 BO; + p2 bX, 6) IF; 
+OCX tha — (2.30) 


它 只 有 定 文 在 Ux (a, DOE pR KAM. 
MH Xe tEAM (OR), ， 如 果 对 于 
PIAL AGH, AAO, FA DY aul Xo,tehds 0, 
i MALU (2,0) PER, MR ee 个 让 党 
F, ee ; 
Vax MAE AY? AAC, O Ux (a,b), NER. 
2。 定 解 问题 oo 
(1 ) 第 一 类 边 值 同 题 . 


寻求 下 列 边 值 问题 ， 
uX =f), XEU - (2.31) 
uD =X), XEW=r; (2.32) 


的 解 的 问题 , 称 为 Dirichlet 问题 或 第 一 类 边 值 问题 . 换 言 
之 ， 第 一 类 边 信 间 古 就 是 要 针 求 这 样 的 - -个 函 数 XD, E 
在 已 AWER., 而 在 了 上 了 到 给 证 的 由 值 ( 此 意味 
B, EUr bÆ, WAU LSA TARE 
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} se Hl). 

(3) 第 二 类 边 值 问题 ， 

第 二 类 边 值 问题 又 称 为 Neumann 问题 . 在 :一 个 下 其 有 
连续 转动 前 到 平面 的 由 军工 所 冉 成 的 有 界 区 域 Q 上 ， 了 寻求 
这 样 的 一 个 函数 UX), EU 内 满足 方程 (2.31)， 在 U+ 
T EES, 而 且 2 在 5 的 边 拭 而 上 每 总 的 镍 法 向 导数 a ET 
EMEA 四 在 这 点 的 值 . 

ESELA 

KHK Cauchy AW, E EaR TAE E 
HE for} AGE, 

对 于 给 定 的 Hd, ei RE, 

-= F(X, Ð), (X; eH x, T] (2.33) 
HEHH iT 
XO) = P(X), #FE LL, (2,34) 

CORA NT 

混合 问题 ， 就 是 所 谓 初 值 边 值 问题 。 它 又 可 分 为 第 一 
类 初 - 记 盘问 题 与 第 二 类 初 ~ 边 住 问题 . 

3. 抛 物 算 子 的 基本 解 概 念 

Eps F0，P] 中 的 物 扫 算 子 .4 = 从 + 好 -的 基本 解 ， 二 对 


F exo, PID WA (DAFO Co 有 年 文 且 满 足下 
ST ATED A PCs, Xt, YY). 
Wn ty KTA AREE 7 Be PPX 1), Ha 
wX = | fF, Ps, X: t, Yay, 


Dut du/és=0, MEX EH, Ksi, 
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uX .s)—->fCX, 8, Ge OM, 

注意 ， 这 里 的 好 物 算 子 . 公 是 向 后 算 部 ,而 在 人 .30? 中， 
它 是 向 前 算 子 。 OO 

4P RAED | . 

SEAS PROP Te BA TR TY GL, HENE A ew TT 
fF, MFJ Sy RE CE De Ra FP E R we eC BR a BK) 
JER BAY SGP A BEKER A RG SB ER — 
Ae AL, BORO AY eR, a 就 不 可 能 有 一 个 可 微 的 
ABA te, I BR PET TR EE. 
MEADE SE Cósónsa 引进 的 ， 并 由 巷 系 统 地 六 
以 引出 。 根 据 他 的 挫 法 ， 如 某 一 拆 分 方程 组 ， 在 区 域 蝇 内 ， 
有 一 个 解 的 无 穷 序列 (ww 中,… WOO GH RE, A 
E — akk gt T Cesto Ws HE i ` 

sup Blu XY ~ (CX) Or Ch-roo) 


IE BT SAL ay ARS DBL 8 U AA 
U SLR 
Con owen 同样 也 称 每 一 OAE FE ee BH bat 
Ae Dy EAE RU PO SOR) RR BR E A pr A 
BA — PED RE u OR a wm 十 方 程 的 狭义 解 
所 组 咸 的 菜 一 序列 、， 并 且 当 各 xoo m, A 
J Duu TaX-»0, 
Fal A u SS IS BR A SR. ey MIE E 定义 的 广义 
i, PERE PEA. - 
所 .关于 炳 图 方程 的 福 炎 原理 
允 于 方 各 (2.29)， 我 们 有 
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定理 2.6 ( PEKER) Mw (XM TA 
XEU ZI mR, WA CCL) <0, he 


5 OOR HDX AS, MPH ADO 看 | 所 有 六 EL， 
mRuct, NCW), BEU t Sued, JE 
max uC.4)>0, 
Bil ° 
sup eCX )< max u(X>, 
Agu eed . 


HO SUA fa, OU WU PA. 

于 是 如 果 在 上 中 ，w RE, W u OR Kee 
上 达到 ， 当 然 它 也 可 在 区 的 点 上 同时 达到 。 

定理 8.Y ( 强 极 大 原理 ) 证 GOED HY EPROP 
有 有 界 系 数 的 一 禾 梢 出 算 子 , BRE U P CCX) <0, 如 果 
veC (AKU Sud, WH Wee eee, Matt 
U 中 不 可 能 达到 一 个 正 的 极 大 。 

应 几 此 结果 于 一 E METEU F fui iH 
u《 革 ) 潜 常数 ， 则 专 在 口中 不 可 能 达到 一 个 久 的 极 小 。 

人 器 于 殷 物 方程 的 村 大 原理 . 

对 于 方程 (2.30)， 我 们 有 . 

定理 8.8( PRAKA) OW FOUKRE DCE haga 
(X86), AED VARS EE HRB COX, 2)<0, 
WUC C(O), Ury tea th I BT ORO WA WHER, 


有 Muse, maxg w, Di 


Sup ux, DS grax “uC CX,7), 


HC Ge Eag 


这 里 Q=Dx (a,b, NQ nent, 


假设 电位 于 互 X (0;T) 中 ， 屯 定义 
Dr= {CX 了): (于 ,了 -人 EQ, WHA OSa Ook MEX} 

Q= QU Dr ô N O WAA F= AQ (inf Dr) 

2.9 RAARO MAAE R PHA ARA & 
Ha MAS RIE CA, DKO, AE uw, us, UT t TE 
QUE ESI AC Q PA dud, SS), WR TTEA 
P= CX oy fy) ART — PE RK, 则 对 于 所 有 PESCtPo)， 
有 u(P) = wl Py), 

HE SCP) iL AP at Q Pe — BE Beh ee C e ii 
BR, WPS Po, ¢ 坐标 是 不 减 的 ) 二 Po RSE ISA A OD i 
APRE 


. AHA ER Mel Re 


如 此 算 子 互 (椭圆 的 或 抛物 的 ?就 是 扩散 过 程 和 昌 的 微分 
生成 算 子 ,出 它 的 解 就 可 借助 于 扩散 过 程 XO EAT 
期 望 来 加 以 表现 ,此 种 表现 就 称 为 解 的 随机 囊 政 .关于 这 方面 
的 文献 很 多 ， 正面 我 们 仅 就 一 些 特 殊 情 形 来 如 杖 讨论 ， Ai 
柴 均 以 引 理 的 形式 来 给 出 。 

1. 章 次 方程 Lf= 人 0 的 情形 

下 面 我 们 讨论 的 算 子 : 


L=- + (Xs) a 7 Aua Ampe; 
TRAPA X eee (amas BIST, 
亦 同 祥 忆 符号 工 表 之 ) 。 

引 理 2.10 假设 
F(X, 8) HER UX Go DUCED WA a LERNER H 
在 此 域 上 满足 方程 ZJ = 0, 
BE 


0) 存在 一 个 生存 时 间 为 sx， 伴随 算 子 为 五 的 唯一 和 下 
则 ( WRU AA) 的 Markov WHE XC), I PAP ARE 
HEN. 

FCX 8) = Bx. sf XC) ), te), (2.35) 

【证 明 】 OU 为 有 界 域 情 形 . 

BRUM LU, Hij m BM fX), HY XEU” 
Wt, AFX, = FX DH fal X,8) €CO,, 于 是 由 引 理 2.3 及 
假设 ， 有 l 

Exssf X (ep t)), tei (£)) — f CX, 8) 


= Eeyss 


HFEA. ESAs) te), KHER ERA 
fix, pf CX rlt) )s te) ) 
= lim Ey, oF CX Gry) Tuim E = FL X,s) 


(2)U AARRE. 
设 toe WX AK U, WAH, te WE FU REY 出 
Af, tA ES U AAR, bi XO 是 下 
WG, ee Pirs cof} = 1, 从 而 或 对 某 一 部 有 tune te 或 lim Ten 
ets Tr, TETH Us 中 利用 (1) 得 
F(A,s) = By, sf (X(trnG)), Tintt) ), 

FA APS PRA EORR, 2.25). E 

GED (IRH ratih, XC rul) ) =X ir) C ER E AF U iS 
REJ H not, XOud) ) XG), Behe N e 几 手 必 RR T 
FE U X Ca, ORR Ux {3 一 +} bl. eS 

=( PX, 1 )UCUx ist} ) 

CE Pes we 于 ee 2.10 jef: 在 #, 理 人 10 的 假设 下 Dirichlet jal 
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Ty (i? 
|, Lf (X (u), udu =0, 











ft=0, €X, eux, th 
aX, 9=plX, 9). (XY, OEP: 
fe Pee, SPAT, Meig EIA 
MX, DEEL NOt Y, wt), 
WAL C235) AU, OS Peet N reit, tal) C 
C XC) rel) Pee oo ia, tt N rutt) rot) Y 
C2) WBE. MAC SOR Arih A fE Cichy SRE: 
Ta, (TMER Xo:t), 
UX BAA, VOR, 








fH -TPAR: 
u(X,8) <Ey, AX Gt = | CY POS, X; AF). (2.36) 


Er 





oo 


CME. Ti {tameo} =1, iia (t=, 被 由 


=, MT ERS 
素 实 上 ， 册 过 程 1 
(2.35) BU, 
C3 > 9402, 3672548 





AMR P(S, Xt, 下) 来 表 出 抛物 方程 Cauchy MR; 
Zu=0, (X, 9 EB x to): 
UX, oef, t), Stt 





解 的 公式 . 
u(X, 3) -{ FY, OPCs, X;t, Ppa ¥ 
Fi 


ALR, MEH MADH Le 0 A hae a C2360 中 转移 函数 
Pis, X; t, A) 有 -个 甘于 Ey 中 Lebesgue HERRE, 32 PLC Ree tae a 
Pts,X; iY), ` ' 

(4) PR RERTZ ARR, WESA, ey. Hi WERNER 
ERRU xy, DAN, ARS, 0, 满 是 条 (2,10), FERIR YU, AR RA 
(2.10 在 每 党 集 内 成 立 这 上 且 窒 在 -个 满足 条 件 C2.24 )》 (2,22) 的 函数 了 ( 见 
fe 82.4 BETI, f 

CSOEGRS AEM, -AAAA eree AR e a 
Hm Cauchy AM, Rathe EER T (2.10) 9h, ET 而 的 
SR BEA f f 











i T 
E aE, AmE) DA, (2.37) 
nied zy 
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CGR SEA mie, AE EA -AEREA EE, aen a WE 
— FET, ES EA LPH ORS, WAR (2.359, C2560 
ET REDE Lot HRA, mA (2.35) 或 《2.36) 
TUNG RTA, WRC TAR DE Lu=0 TC ERE 
a]. CREDE WU=0， 风 (2.19) ) 。 热 而 可 以 表明 ， 为 了 使 得 由 【2.36 ) E 
MAS POLAT, Fb C237) FARO REMH MAJEE 
FPA GA 2 Gibman iJ Skorabodl2)), RIH HT BS 
fig) RAE SES, 





对 于 章 次 扩散 过程 XG), Apg 2.10, RAAT 
eR S| PR, 

引 理 2,11 PERE 

CORR Db Alo, HIFA FOR ETE 有 有 界 区 城中 洪 中 和 人 条件 
(2.10), 

CFCC EU PARESE, FEU H e I Ea 3: EL 
满 是 方程 Lf = 0; 

Gil an 

Prive< oo} =1,， XEU, (2.33) 

WE o 


(a) F(X) = Exf lX (rv) -| PyiX (ry) Ca¥) FCYY (2.389) 


Ch) dete XC) 是 正则 的 ， 且 了 G0 在 如 中 有 加。 
$2.39) FIA IR U, PPR AA. 

GERI 我 们 只 要 对 fo eC, 的 情形 来 证 有 明 即 可 、 因 

一 般 情 形 可 如 同 引 理 2.10 的 证 其 一 样 处 理 。 如 了 ECs， 则 

E3 Al 2,83， 对 每 一 t 有 

F(X) = Bef (KX (Tui) )) = Ex f X Tu) key (@)} 

+ By { FAO Xr lE), 

TE f-eoe, (2.38) A Ge 
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KX Bf Xa = f PKG FOO. 帮 
PSR, Be A 


DY aE. 

ER BORER (2.58 0 成 部 ， CHET 2 IL, u T R mT p 

人 -, ot 

Š, wae RD arpe, = 

iek Dirichlet HE, jer Ci OA -个 解 。 由 偏 微 分 方 生 再演 我 们 知 

SOE RAC EE C2199 90 2.379, M Dirichlet pR fp- aR 如 
mo ee C2. 39 3 2) BORLA BEA, 


TC 2,37) Eua RE A 











oO, 4p ak or ae Ri 
TP FT) PS “Ip yj BA 
Lf=—-g (2.40) 
SEAVER RES, CUT oma, op Ree ATE. 
312.13 Gt | . 
COUCH, UGYEK, @ CX ,s) 有 界 和 连续 ， 
FOV, 8) COL x at) 
且 了 在 x (0 A EER, 


(ii ; Se {TP C2.10) 42 RA H A R v, W 
Lf=7g, (E,D EUX Msi): 


可 题 : 
Dirishtet 间 是 F(X, 8) =0, (X,s) Er, 
Fa WE 有 如 下 的 随机 表现 ， 
: i Teh) 
F(X,S)= Exs) y XD, wd, 
PERR XO LAE, IEA eae f A g FEU Xx Ca D PR 
有 和 界 ， 则 此 表现 对 于 一 个 元 界 城 品 仍 基 正确 的 ， 
WHS FB) 3.10 M21, HA RAEAN. 
对 于 章 次 过 程 和 CE， 我 们 有 


(2,41) 
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312.13 i 
DOR DH o, HK, WHEE -FAR PI 
条 件 (3.10); 
Gg XH User Pesce, FOX) AO pZ E 
Vy i 4g SF 
Gia ACU, F 
Ear OOM ae a o’ (2,42) 
Wp Dirichlet [aban 


fi a 4 
fark) PEL Y a aie =- 
[RMP an Fe at qs 





-j tej 


fiX)=0. XEF 


将 解 有 如 下 的 随机 表现 ， 
FX) = Ex ge Xat. 
| 
HE EWE RIF S| lit. 下 


GEJ AR Ue, AR AA N ROY 
ETU HAE HEER 》 的 们 进化 杀人 忻 【2.3 mr Ri 个 《2.42 A 
CEHA SIS -AGEE CEC 2,42 一般 不 成 立 ， 愉 弄 引 理 2.13 








8$2 .4 Selb hi By oe 


aa 
的 上 损 性 质 ， 为 后 面 的 稳定 性 理论 的 研究 作 淮 备 。 为 地 ， 所 
得 到 的 结果 也 朱 以 引 理 的 形式 给 山 。 
—, Q, RST 
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PK MW). 

E.I Bylo). £0) y¥— BA AE De ML 过 
Re, (Bw thyo sy OE. WE . 加 果 对 
任意 向 Oscs<ct, Tf 

Ey @. Ys), as, CP) (2.43) 
BIER iy Gw) Oh ye, ER maa. ap PHASER 
Be HREN A TE WEHE 02.43 RRR 
Eno MEE O A. BR, 

2.6 iW), fe} A Wiener WR, WA CD AL — 
Ay AO CET AC, & oo (W OS) OSS}. 

Eh, [A 

ETW O| A I ECW (3) + WO) -HD Aa 

=Wes), als. | 


例 3.7 对 更 一 般 的 过 程 ，w(b= few dW (a) 也 是 一 
HI 


个 WB, GEE OME E| le(s,o) |tds<oo) 


HS, MRL EM ye) 关于 A N, ER 
随机 积分 性 质 {(2.3?， 芳 OSs MA 


EO) Nel EC oaW | HI 
= ET 个 ota w+ È oa a | 4701 
= Bry(s) | NH,]+ EC reaw (uy| Mo] 
=y(s), a.S. l 
Put PRE tH RT, FELETT EN 
Bhi Oa FABER Sesh, Lab ER, RST 
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Be CENAN TSS M Doob 的 隐 机 过 程 )。 
Yow = iim get, fa} nm 7 Pi iR TETE yH aunts Pes 的 ， 进而 


ue im Eytt o). 


定理 2.15 Fy). FE AAALAC POs M 
E o - 


Pi sup jy.) i De) LEl 


uteri | 
(Pf sup yah DKS Fiyon ) 
ee tat 


=, HE to FERIR nyss BOR) ERE 
312,16 eX. COON DUCE, yo FO 
i) 如 果 对 - 于 CE CUNIT， B . 





LV (Kn -+ SB, nf op 
1 ey < 
+ Faf a Oy 
honk By) =F Dr SES VERB. 


Bore We. HWA XCD 关于 UMP, 人 
ett MRC. ARLEN C07 M Rok, 

CHEM) SHEA sr, AIM BRT R 2.10 的 语法， 
Mwy Z.38, H 


ELE CX GD TOD AEV CXS) s). 








~ 


Oros as XGGy= Xe EU, TEY 


ED | 4°, = ELV CX CO rE) | AI CEG), 5) 
= Vex iTi TO = ls), ays 

GDE ts, ais Wrist Sr 于 是 有 

Ely | A’. = BLP CX), eG! A 

SE F(X T) =P CX.) 
=VC(X(r(s)),7(8) )=y(s), a8. 
Se dk, IHE sci, 47 Ely) | A lE, as. J 

Wi Ba TMB XeH,, 0, 4IV<o, ae AL 
Ea (X GETE, WE Ne BY UE Ba VOX) D WE 
一 个 地 上 Mh 

WR IV <0 FEU PRTC 即使 在 其 一 点 》 上 不 
if Mt, M EREE AS RR, SRI EET, EIEE m 
AST AGH, (SHE BOER OSCR BCR TT SE 
ROSA, Ae, Fhe yl ee Pr RHE. 

ENLA irr sinf{te XH) Crp AWK XORFR 
HEER, MMA NE XRAY, te 

Pitp<oo} =0, 

OA LR AOWERA, He OR TTGARY Ft Be 
Sef Play,(r)—~ oo, 4 8>0 A} =1, Hoh Ucn) ER ag 
Ò yee, mDNER AOLE UMA KIR, 

312.17 H UCE, 3—8 ARR, TCU A (2.1) 能 
d XO RAAR MA 

OFX, H ECAD Py XDAV EU xI VaR; 

GIF (X, H0, (X, Ð)EWND XI, 

MFE (re), te) Ab PB 

DEII 对 性 一 8 >0， 令 tm HEX (t) ETE 

UNUCIMA BIERS, Tusti) = tos sAte 
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Hit PLR TWGAW, HE 有 
tuslf)—~ty{t), a.8. Y4d->-O, (2.44) 
另 方面 ， 由 引 弄 3.16 ， 有 有 
EUF CX palt}, Tua tt) | A ISP CE (CTs), Tests), a.s. 
Wee RATE, WHN (2.44) We Ae soy Bt Ay ER, ib 
BO, pg HS AT 
BEV CX Cer), vt | MSE CX Cae (59), tes) ) oa se 
3082.13 ( 解 过 程 的 年 估 计 ) ik 
GOA #2 2.1) BD FR BG Ab 
660, t)==0, (0,1) 220, (r= 1,2,,4), (2.45) 

GD Lipschitz Alf (2.109 Æ Es xg Piar. Wi 

XHE— BDU, tes XH, A 
E XSH | ss NK terka- s)}, (2.46) 
Hop k=k(8,B),B Vy Lipschitz 常数 。 

DEUI Bie AEO, GOD, H RAJTECO f E 
TET, @V CX) = X8, PEHE SD0 F ECE, 
AR EU TAH Tto AIT FIO = [EO 3 有 

VEX Cry CE) = FS) 4 AY XAU H COCK Cady 


i È 
XS" Cy) du + 3 Wa (KSN pdd Do, (KE u), 
i=l r=] 


Bat 
AS 


XDW, oi BB-2 | "LS (uy isa 
K (AXE Cw) XS u), XE (edu (2.47) 
SO aA RAS Ce U; AHIRE, TCE) = ra At. 起 
o AHE— B>O, EYD ) 存 在 ( 事实 上 ， 如 A<, 
ABT YSE (vat) ) = i AXAN Crs) FTE, e BO, 
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SEAT $2.2 WALGER). TEAD SR AE 
利用 (2.46) 和 (2.3107) 得 
AY S* (tlt) X + kE (oe YSA (uday (2.48) 
JS : 
k= kB BD AD uc tat F Ged =u, Be 2. EO A 


Tait 
rs 


= . 4 } = 
EV®*(7,()< Xf kE f KEY Ce. fae) pde 


3 
i 
<—.X/8 rx HEY SICA ty. 
3 
Hea i yy Gronwall-Bellman (teak, 80 
Noa) Oe, AX PexpikGt~ s)}, (2,49) 
@ 有 = mi, WC. AS) ey 


1 dP sx 


Xi tapina) 2S Bex! XO! =] ey 


~ 1 ; 1. p 
sap Peg = gerir elt 
>f aXe | 人 ny xf t> 


W PLK MA 


Pox drat} 0, 400A (2.50) 
PARAT ts, XO, he 49) 4 | 
X expliko sjo lim B| X)|" 
dag 


lim t XSH EPC IC2.50)) 


-üj J.T aget. 
= E XSH A, 


C1) (2.50 WE EA EE, AA a PE AO 





RAGAY 
C2) SIM REE CZRA0), KRPRR A AEDO KOR YR Ss) oh 
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ACHAT, MASONS CHUB STAM, Bh, A BA, 
A-A EREHE Bs eter X= 6, ART RE ROR AY 
HE. 











312.19 设 
OFRO. DA RRR EO. 4B) ; 
GDERFXI 的 每 个 有 界 区 域 中 ， 条 件 (2.10') 成 立 ， 
B XS 2 0E 
Wi 及 =0， 对 于 解 过 程 卫 97(t) 《开关 中 是 不 可 达 的 ， 
出 引 理 2.16 与 2.18 ， 我 们 有 
引 理 %.20 设 | 
GV (X,8) COMU x {E>0}), WALD x {ti>0} AR. 
(i) LV (X,t)<0, (XH) EUX E20 X40, 
fh F CX Crp t)), te) ) EP EB, MAA 


EY (X85 (ae) ,tt KV CR, 8), X EU, 


HoR U 为 原点 的 任 一 邻 域 ，OMU x {£>0) 38 AR BR EGS SP, 
HM PTX CERAM, KF tT AI A Ae 
e>O, AAE UNU, OAAR, 


CHD CLI), Ri ' 
Pox {altyt 4-008) <1, 
Witi (2.47 ) t, 3k30, BE E Te tae me PE AN ATW AE HR XR 
HE ALO, PORN X— 0 处 不 注 足 Ito AREA ATER 
得 


OS F(X, Hck |X [* 
SOR Be F (XD © 05 CE) yA LEA, 
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§2.5 随机 稳定 性 
Bi Ito 方程， > 


oy 
AX (1) = (X(t), dé + Po (XW) dW), 

. (2.51) 
X(s)=X(EH), as. 


假设 (i)b, o, 在 关于 三 RRR PI EAE E210"); 
(115, ov 满足 条 位 (3.45)， 即 


b0,)=0, o, (0.1)=0, (re 4,2, ve +h). 


R25 方程 (2. 51) 的 平凡 解 A =U RET A RA AL a 
FE BD ( BEER BS ) ， 如 果 对 每 一 e>0， 有 


‘lim Pt sup | X8 (4) >e} = LERN 


注意 ， 这 一 定义 较 第 1 章 的 弱 随 机 稳定 性 的 定义 要 强 。 
ERTER, ERA SRA 出 发 的 过 程 的 样本 HL ae, 
ERASE AL BRA EOI IE EP EL, 4X0 
时 。 . 
E26 MAV, DRAE =0 0 e E 
Jlanyros 意义 下 ) 是 正定 的 ， 如 果 

DVP, A=; | 

Gib Fea beech PR, NWR) (3k MW CX) >0, 
对 于 A0), 
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F At AY BA BL HS E PEE FEB LPS GAP Ky STamyroe EM, 
Hekit, ee PEAR eed, Keacewuacraayetoeo 年 
建立 的 ， 山 后 ， 此 定理 己 作 了 各 个 方向 上 的 推广 . 

定理 %.21¢ LBS) BRUCE ARE RH 
E bet, PRA U x 人 > 人 = 也 中 ， 存 在 一 个 满足 下 列 条 
件 的 VX, t). 

@ VX, D €ctUp Be Jlanyuos 意义 下 是 正定 的 ; 

i> IV (X,)<0, HF CX,4) EU, A X40, 

JOC BL) AY A ALA AE a Be? A. 
DREI r>, HE DU UDU, 
人 SV.= int VXD CHEP,>O), 出 GD Bs] 


2.20, # EV(XEE (rott) ty OI (KX 5), WELK ey, 
HAG Ursus RER (HL, GIL), K 





Sx sx ` 
Pi Sup LX TaD | 人 > < EV (X (tr, G) )s ty, t)? 


. 








Vix, s) 
= rr r 
HL treo, E Pisun X o >ne E, ROD 
DEAC . T 


‘Ml, VO, 8) =0 HVA D RTA, AmA 


$x 
lin Pi sup | 三 Cu) | Dr} <0. | 
X—g ues 


CEL FF (2.51) FN ee Zo BL BORE, ORR eo, HK 
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FSi- HEA . 
E {Sup | -Xe*(t) | >e }- 





日。 
z 


HEER 2185. E ERC : 2.51 APAREY :一 到 稳定 的 。 ms 
FERAT, t), 它 险 满足 定理 2.21 的 条 件 外 ; 还 具有 无 穷 小 Es, Go 


iim pe Oe ‘H=. 
F EDK HIE HRE 1 5 ES H, ar os > BAG 
HERS A TE “TA 2. 2K anyeos Re 
的 问题 。 为 了 简单 起 网， RMR WRI I ee RE 
只 声 ” 踪 在 下 = 外 大 处 处 非 运 化 的 。 
E222 《关于 JIarryaoa mR AEE H) mi 
(i) CX) =b(K), o, (X, =o (X), (r= 1,2, =, k) 
且 机 应 的 时 齐 方程 人 2.8) 的 平 扩 解 是 随机 稳定 的 ; 
Gi) #E X= 0 MSGR, ALORE: 
(ili) HEIR OTE . 


1 
Da LIM > mL) Ba (2.82) 
全 2 


moa. Fm) EOU p Reb UA X=0 的 一 HRE 
CLU,, REAA U, R (FPH) MEZARA., WSS 
同 。 

RE X = 0 的 邻 域 U, 内 ， 存 在 一 个 满足 下 列 人 条 件 的 正 
TERAV): 

G) FX) Eek, ; 

GDLV=0, XEU, H X40, 

DEVIDO PUHIA ERR RRK V), 
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H U= (X rh hy X= OMA FE ab op Be TE ed) 
ecb <r) Sy Fe U T 中 下 列 边 值 问题 的 一 个 解 ，Lw= 人 0， 
uj- = luire 0 A rn DIAO 关于 [Xl =r} 
UIZ | =ò ARA WaR 2.11 推 得 

al} = Eul X tta) = | uX cana) ydp 


uX iT, dp 


reran, 


+f WX% (r,s dp (由 边界 条 件 ) 


Jixxcera l= 
=| ul X* Ca) dp 
Py ete Fle 
=PUX*G =r} 
limus (X) =V(X LE LUA itt, ARAA ATY = 0 
的 首 这 时 ， 则 由 
{sup FAD ery OY XC | = 7} U treo}, 
U i =r (sup (X44) Sr}, 
>t itt 
但 出 引 理 2.19 WM, X= OF XT CKO) ay 这 的 ， 
Mirco WIN, BOA | 
P{sap XI >r} = lm PX Cra) = VCXO), 


C2) LU V WEGERE EKR RT GD, GD, HA UE 
SEI. ASGHAR, POX) (X= CR, 故 满足 
条件 人 好 VECO), Buk, Hike X= 0 RHY 稳定 的 ， 
Bon ECB 7 
lim F(X) = lim P t sup IRZ l>r} =Q. 


Xoo 


10] 


NV E X= 0 处 连续 , 玖 FP (0) = 0. 最 后 ,由 条件 (ii) 及 并 
RA HE RK us), MPL XDA Se RIE, ilu t 
VX), WOO, WY XY Jlanynos 意义 下 是 正定 的 , 
Fe CED RIE BN A LF = 0， 即 条 件 (六) 满足。 E 

CEI (1) Manus 定理 5463 表 间 ， 此 定理 的 结论 ， 对 于 确定 拦 系 统 是 不 
成 亲 的 。 从 而 推 知 非 退化 条 件 < 2.52) REDE, OPH (2.519 aR fh 
oh ek 

(C2) meas FOX), Æ X= 0 Ab ARSE, AR. OEY 
Hanyan BRE AOE, SSE AEE, 

2.8 设 xls FW PAB ae BY — AE TE 

datt) = baldi + oad W Ct), (2.58) 

这 里 p，c 区 为 常数 。 易 知 它 的 微分 生成 匣子 为 


1 已 
De gt gor pot ar 


BS Vig = {gl pij 


IV = (1 = 2| xjr L0, 
a 2 


moc, RELA A, SEE ALM CO 是 随机 稳定 


的 ， 然而 ， 如 果 b0, Wh RAV Ce) 在 *=0 处 是 不 可 微 
询 。 一 般 利 用 裙 贺 方程 的 极 大 原理 ， 容易 表 M, ERES 
PO) =0, Vide) dis MR Ce) FER. Oe Ce: 
V (asd, yo 

因此、 对 这 种 一 般 的 六 ,(w)， 当 可 >0 时 在 烹 =0 处 也 是 不 可 
柚 的 。 攻 推 得 当 5>0 时 ， 方 程 (2.58) 不 存在 一 个 在 原点 光 
清 日 不 依 束 于 上 的 JEamyoa MMe P(e), BL, Fb BT RE 
明 , 基 至 不 存在 一 个 在 =0 ASE RE FA h 
上 界 的 Tryson AM. 
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§2.6 随机 渐 近 稳定 性 与 不 稳定 性 
一 、 随 机 渐 近 稳定 性 


22.7 OUD AEE XO =0 正 称 为 随机 渐 近 种 
EM, MRE PMR, HAA 
tim P (lim X°*¥(¢) =O} = t+, (2.54) 


M28 C.D FAR YX O=0 IA k R 
SRE, GEE 是 随机 稳定 和 的， 部 月 对 所 有 s, 羡 ， 有 有 
Pt lim ASG =Ool. . (2.55) 
Sy CE Se LT E EEEH A RAE EO E 
bbl» FEA |S AS En EL BA Ee TE 
RAY ASG] FR, 
定义 2.9 GULCH, WE BARR) RR, 1 
SUsU!, PRM X GN U1 WEH, WE 它 是 正则 
WH, WANds. XEU, 8 
Psx {ty<loo} = 4, (2.56) 
引 理 2.23 NA XO EU, PRM, MWE 
(1) 它 是 正则 的 ; l 
DEU xI pE TER BRM CKO EC, (U x E), 
(3) LY (X, 8)< -als)- (2.87) 
5X Bas) 0, Hiab 


"g 
BCH = |， a(sjds~o, bi f+ oa HF, (3.58) 


此 外 ， 在 上 述 条 件 下 ， 了 BuxB(ro 存 在 且 消 是 不 等 式 
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E,xB( tg) SAO) +V CX,8). (2.59) 
Cm] 4+, =inf{t, |) | =a}, t = min (ty, t, 
try ASH 2.3 2.57), 有 
BWV (XP), FY) ~ VRS sy 
ce i) 


=É, EV CX (u), du 


<- Bf © aluda 
o O =R EBPO). 
再 出 三 欧 非 负 性 及 上 不 等 式 ， 有 
Ex BOP OI< BG) +VCX,s). 
Paes BIE MW AT, AK 有 lina ti =te), as, MEHR 
Fatou 4] 7H, #E 
E xB Tu) ) <B(@4+V CXS), . (2.60) 


o 


TEH 
f, B8 OPAKERE HX, 
a 1 


Px {ty t} & BOE. . 


让 ioc, UFIH(2.58), Wi P exitu ceo} =i, Bp xa 
TU GRR. dh éiroo, (2.60) 0 AIA Fatou HM, 
HEE Ei 8 (ro) FETE RRA, 

By Bay YS ACS) + V(X, 89. i 
引 理 2.24 PRE OEA AREAL 乎 必然 
Hu 43 AR psp, MIOL 常 返 的 一 个 充分 条 什 
REU xI PATE PER RV XD EU xI, Wik 
ely Vas i inf FX, t)+s0, 4 Roo Hi, 


Lla 


(2) LY 0, (Xt EU XxXI. 


E04 


EGRMAY 4A ty, Tes ton OEY XG) FOU. 
UNUr WA. wee =tenAt. ii seO.X EU MH ik 
IV<O MAH 2.8, F 

Fag CX Cun) sty DED, 
证 twos, Xf St PLA Patou EI SAFE BAN E ALL 
PASH Mega RHE, W Peiteado, G2 ITA 
ExV CX Cry ptr ri el CX, 
AEH; Urbina (AS, A 





. y - X 
Px {tery = Poa R] (XT Ti a}! > Bese. Lax . (XG R} stone 





Va 
TEX 
| 
HiT, C Recel, Korece, Mina 
P oxir To 4 LSL O, 24 Eelt, 
HEj i Eire), ei 三 (rp 1 ， -RBR ERS h” H 


Px {Tk = Da =. 
MR, tte loo} = {rrn U iro tet U dre = TR} ere i 
的 讨论 推 得 
Pir {ro oo >P, rior}, Rroo 时。 A 
its Macemmncknd EM RRS FO) ALEAR i RM. Be 
Oleg 12,6258), Weibo C Bb (Xs) > by), € 2.68) 
DE bo (rb, k RAL bo Y (2.62) 
SWE ALCL) JL AE SAA SAKRE 风 第 1 Erk Hasminsk a [1] 
TEE). | 
AY Pie ERM, RM FO IPR 地 Hh f 
ARRAKAS Ro POP RR, WI 次 条件 
D, | 
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RED. 4-4 RR NM re A eh, A Une” 
{8 过 六 | 之 让 中 由 发 的 方程 (3.5 上 全 侍 - 一 和 解 过 程 ， 在 有 限 
iby fa) PD SLAP Oe i BR RA, BI 

Purity, col, EUr’ sev, 

HERL 2.23 HRB, WEE UGA cr, fe a A A 
WWX, DECU, D, Hg e Decr, A 

WX, D20, LWX, ÐZ -OV X >e (2.068) 
w E OAL, 

AP TOR eA, UCE, Ae A — e, 

R225 hava Kate A) 假设 

Cif U xD P pA PE Ss PT, ee Os 
ViX OH ECHU =I), WIA Wee. 

ii) BA PBF, 

boy FEC 2. SL) A057: AL X CG) 0 AL LT UT Be A, 

CHEM Pred de Ci) ATT 2.20 4, RE 
VOX Cr) ete) Be CR, RPA BRN Se BOC 党 
W214), A 
lim VOX * Crp), Fe DHE, 8. (2.64) 


{act 


现 令 | | 
By= fw, (fh Xo" Ct) 的 Co)y = OO} 


HAO V REEM 2B RE WORX COO 是 随机 
HA, AAS 
lim P(By) = lim PAX) EU, HF BA sp =1 ， 
4-0 xo i 
(2.65) 
FELIS TP D, A inf | X ce) | =U,a.s. T By, yep ALTE. Le 
fil, X= U RSW, WOE 
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iiminft| ¥e* ci =0, a.s. F By, 


Wie AGRA EY, WW vebo, Bbc 全 得当; 各 
<Ste it, FFP CX.) Ce, PALMA EY S) oO, IAL 
lim inf; °* Ct), =O, 


Hg ft, FOR Ne), Wig oN BL, 有 AA) C8), 
Malik pee, AS Xa), oce, FAR RG, WA 
lim inff (Xe?) = 0, 
AL C2.04), 
lim POX 94 (eet) rr) = lim F CX) 
TETE a.s. T By. MTI 
lim (XAG), £) = Tim inf FP CX), HO, g.s. 
F By, ARO DEE, AT 
lim | X°*@), =O, a.s. 


too 


Fy, UF 
BINN (FAR) Clos lim: XO =O}, 

故 有 

tim Pe Lim |X" (4) = O} elim PB > CH2-65) 

=1,, F 

TE bpp, Ae D By ay A AS - PE AS ph (2. 68 AY at 
Be CX, ORE AR, aon iia R, Wr, HA 
Sy E LS Sh Cz. 63), 是 我 们 有 下 1 Ling) 3S ok a at ER 
Spe A UE ER Penne 。 

推论 2.26 HE U x (eoup pec AHA K E 
AU MAV CX, EC9CU xI)， 其 使 得 在 此 区 域 中 VF 是 
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TER. JU (2.5 MF Aa X (H 0 AAR AL AE EA, 
Hah, BWA BORE A, DWE E kitt (2.52), 
WAR Dior, atk, SRN URW 
=k- lX wees (2.63), PÆRE T BAG HIE. 
推论 2A OX DSX), A(X Ns06X), A 
TRIB (CAR 2. BHIE. Ti OPE C2 SN A RE 
PER WNT ae WL on EE. 


=., RUF BERSE 


PMs Oy = (|X <r} CA, 
定理 2%.288 GET Ew CX, t) EC XT), Nite 


OWO, X EUr XO, | | (2.68) 
(iidlim inf V(X, = co. (2.67) 
X=D t> - 


WATE Dwi, WARG 81) AE LA XG) 0 28 FG AL 
RUE, BEA | 
P {sup XAW, FA eo, X EU,. 


【证 明 ]】 记 tre RR CPHL X | Herp UL | 
=e) 的 首 达 时 ， 册 (3.66) R52.83, IEE Mec, E 
UNU, +t . 
EV (RA ty Tr DEV CXS), 
iki-™, HE iF D #578 EV (X(Tr gs Tre) SV CX, 8) adh 
inf VOX, OP sup | XC} <e} 


izlar, f o 


LEV (X Tn) sted (w) 


| XE (Tg) | =e 
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a, nD 


BV CX E Cty Js tre) SV CXS). 
RAE A OPI A =e 的 首 达 时 ， 内 而 由 上 
小 每 式 ， 我 们 至 

ple, fe 
AAS) 2.19 3, XO pak, w eom, A 
wires gas. Fitil e>0 JER JH C2.67) R45 


P {sup (ARG lr} =O MF iP sO, A EUr. 5 


Cie] 类 和 似 于 前 面 的 讨论 ， 我 们 月 下 面 闫 于 不 稳定 性 前 充分 亲 件 : 

C1) 方程 (2.51 RSH) AAEM, W REU, xI. g 
( 2.669, (02.67) RC 2.52) 成立, 

(2) 38 (25 AE A=) EREE. RA C 2.67 ROE. 
进而 run, FSG WERE >), 


三 、 大 范 国 了 网 机 渐 近 稳定 性 定理 


SEE 2.290 方程 (2.514} 的 平凡 解 是 大 范围 随 术 渐 近 稳 
定 的 。 HR 

GYE ABI — Boe ; 

(ii A), RHE 20, KP RI Xi ce 是 
EARS. . 

DEHJ 因为 解 革 (二 0 茎 随机 一 致 稳定 的 ik 
Ye > 38 (>x0， 合 得 

sup È {sup | |X (2) | Deh<e, 


Sagir <a 


对 任 给 的 s20, X(=60), RP eo, |X ||, H 
iS’, Ory WH AM CORT RMT SO KR BAM, mE 
if FEE SER. LER og < oo, A Fe eg EE 
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FRAN 
P( lim {| | >e}) 
= k | _P{rs Edu, X** Cr) Edy} 


Ur 


x P Clim sup{| X) | 人 全) 


xP {sup | X*" (2) |e} <e. 
[P] 


as EN 
P {lim Xm] =O} =1. a 
tow 


出 此 定 进 , 易 得 关于 村 anyaos MAN PPK EB fe DUT 
近 稳 定性 的 充分 条 件 。 下 面 的 定理 就 是 常 微 中 的 Bapramtan 
Al Kpaconckua 定理 [17]， 对 于 随机 微分 方程 的 推广 ， 

定理 2.38 方程 (2.51) 的 平凡 解 是 大 范围 随机 浙 近 稳 
定 的 , 如 果 在 在 一 个 满 呈 下 列 琳 件 的 aunyrnos eRe CL... 

COX, DE- TRABI NERABE 

Vix, ECNE); 
D Bi ER: 
(3) inf V (2,1) >09, 当 | K |oo 时 。 


DEII 首先 ， 由 定理 2.231 ARES, fe AS ie 
Fy fe XC) =0 十 随机 一 致 稳定 的 。 其 次 ， 由 引 理 2.24 & 
其 后 面 的 注 以 及 引 理 2.28 知 ， 此 解 过 程 关 于 集 | 总 [<s 址 党 
AR, *4—e>0. 
2.3L Fm ee, HET (2.81) AA XO) Ey 
7 ALERT 
(DER X CH) BE wale 
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Gia — SER REV OECD, WA LY, B 
负 定 的 ; 

GID — IL EMRE XD CCUM, CRA 
Sy js FE HAEE os, 

fe UH ay py ce TR 2.29 BREW] oe S| 2.28 2.24 Oe E 
ght AER AE THE H. 

TERR, FAAP 2.4. SRP DEE AY RG O, REAR 
d Ripa BHATHRI AEG). 

COFFE FE— PAR SL CR CCC), 佑 得 对 于 基 
Peg eek, ADR LOE. WA 


fim inf F, = eo 
RimR 4 ` 


Se (WSL, Cid Ry RA PARGI IR. 
(ii OMIT BA Melk, AORN. PAGE 4b fE 
C SPRE. 
FG i SEER BEHT Hr Baby 2 aR TF, CAL £) Sape0, xÍ 
pM a AR AR, 


§2.7 随机 红 声 与 系统 的 稳定 性 


一 、 问 题 的 所 出 
我 们 先 来 考察 下 面 的 例子 ， 
例 2.9 考虑 由 下 面 的 [to 方程 描述 的 一 维 过 程 w(): 


= (2.68) 
EM aR Fo 
_@ ep! ttettep 2.6 
L= +b@ds t ga (s, Derr- (2.69) 


iil 


EEN ok 
b€z,8)=bC)a4-a(|al); grt} =aCb)eso(i2|) 
. (2.70) 
e= O TAG Sst ABE We 
AE RIF(2.10), BROOM C(OWHAARI AKA 
ICZ. TO) 关于 旨 >0 — Schaar. E 
fi bts) 一 a +e as<h (2.71) 
RPA 0, KO 利 所 有 ee OR ar, A SHE ZPD Ar 
>0, dai By i 
Væ D= |alvexp{—r |" (s) = gts). + eds} 
= jæ F Ce) 
ii ae A 2.21 A PA AB. 
feeb, (2.71) SV et) 是 正定 的 ， 进 而， 由 
(2.69) 和 (2.70) 有 
IV (et) ariel VOL + Fret) +o(ja[">. 
因此 ， ti E r <e sup a7 (1), Wy wa EV æ, E= AY 
一 个 充分 小 的 邻 域内 是 负 定 的 。 ATD MRA TDR 
32 (SW (2. G8) AO wt) = 0 是 随机 稳定 和 的。 
现在 证 我 们 假设 
fleo- 29 e las> -k (2.72) 
ayri o> O, ko>O Ai A eo 成立 ， 则 畏 助 次 数 ， 
, an CCS) 
Far, D=- mnie] + | [os = | 


11? 


EASE ERE RAG (2.67), ve “ 
IVa, Da etol), (+0) 
BEE. raii 2.28 ATE (COE WRITE. 72K Te, My 
方程 (2.68) 的 平凡 解 是 不 稳定 的 。 
Hke, 3 C2. 68) Ay Ze Pea RR. 
da) = Rat to rt dwt) 
的 稳定 性 (或 不 稳定 性 ) 意味 着 完全 系 (2.03) Ee TE 
{ 或 不 稳定 性 }。 热 而 在 一 般 情形 ， 这 一 结论 不 一 定 成 立 。 
我 们 将 在 本 -BB 的 第 三 篇 中 ， 详 细 地 讨论 渭 机 系统 首次 近 侯 式 
的 稳定 与 不 稳定 的 条 性 辣 题 。 
在 .1: 述 例子 中 ， 我 们 看 到 记录 和 条件.?1) 满 足 ， 特 别 ， 


IML ASOD IN Me BGs) REO, BREL, bo - TO 
小 于 基 ESAT, MARGO ODANA, ARAI D 
得 到 一 个 有 二 的 结论 ， 确 定性 系统 ，9 = b(z()) ) 是 不 稳 


定 的 ( 基 到 它 的 线性 近似 系统 也 是 不 定 的 ), 但 它 可 通过 
3A- PRS ORR” c'it, D 2B AB A NRL Be a 
Ei”. 
Mit, 782 SAE PRG sae RAR 
de dé) = bo) dt + ori dwt) 


MOCT MERILA. RAS EAEN 





EDO = (tow at. (2.73) 


Tey TY BAS PRBS G. WA FE AR AE RI — BT a ER E 

WRB, SmE Po EAL I AA, A eR 

“Faatih” T.e A iieii SR TI, SE 
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者 胡 起 正确 的 。 下 面 我 们 米 解 释 为 什么 会 出 现 这 -PJA 
A. 


=. Ito 方程 与 CTpaTonoewu 方程 之 间 的 关系 

现在 定义 方程 (2.78) 的 和解 (为 让 程 ， 

a= (b+0 W, (8) 2, 

By RES 2, (2) ARB. CHW.) 为 一 Gauss 过 程序 列 ， 
BS A Se I —- R, 

可 以 证 明 (特别 可 用 Hasninskiit trp yy Ze H jE) 在 
je Fe ak BAe — EAT REEF OD, E 面 的 极限 过 程 个 能 
导致 一 个 RORE, EFM TUF Ito 方程 的 Crparo - 
HOBH JAF, 


deC = balidt hoax) dW). 


Hon awn 为 Stratonovio™* i SOF EY ALIS 
下 而 我 们 就 来 讨论 LOEN Crparonoany 方程 之 阿 的 


{to FAQ. AM, TT ELBE OLE TL, 


k 
Xina +8) - XC) =bCX (4, t+ > TrA Gs ta) 
XCW Cin th) -W (ta) 


的 解 ， 当 有 一 0 时 的 均 方 极限 来 构造 ，- 
AH, AWK Crparouosud 方程: 


AXD = b( X(t) DHÉ AXO DPW, 0) (2.74 
AOA EES SON BADLZE D TRR: 
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XG, th) XUDA), tht Bor(A th ， 
Fal 
ta Hr, th) — Wt] (2.747) 


A, 2 AO PASE ge PR 
Crparonosna 在 :9 中 证 明了 ， 如 果 两 数 or Xt) 关于 
Xe een Mf TAPS AO 时 的 隐 式 差分 格式 等 价 于 下 Ta 
XE, + he} =A Cta) = [oC X(t), p) 


2 k 
ey SoA Gs) ORG t) JA 


2 fi Ax 

下 
+ york (fn) ot CW CE +h) 
-W,G,)]. (2.740) 


ut, Stratonovic 方程 (2.74) 等 价 于 Itoi: 
dX (4) = [BCX U), + Apes Sto (X (6), lat 
+ Vol XO, DAWO). . (2.73) 
Tu 


TE, HORA. 74 OE MTA 


a 


aE 








=g +a, sf} +4 


+ A ro, t)s a 











了 





È A 
=a HIAK, a5] 


a... 
+15 [or(X, 6), 4 otk, rs Bele (2.76) 


224) HGR (2.74 02.74") SS M, TAE E HE 
下 的 解释 。 因 为 向 量 oy (XD REX ESET, 从 而 
TEAR AO, A 


TESS LAG + A) E ts) 一 gz CY Cn) » tad 


1 | Oar (X (ty) fa) 
2 ox 





+o) [XU HY FU). 
aE TEIRA C2. 74? aie BA et 
wh egy 上 = E Er aye 
|r > | T+ Saco 
+ oC per, 2 ATH) +0 HE, 
这 里 工 Ay Ae HE, EA JW, = With) We. 易 得 








k 
XCF, + hy — X (fp) = bX (Ea) s EA + È erl Cts) sta) AW Gy) 





1 4 ee, x 
tz pa fi a ot bade toil Kinda Ta) 
x AW , D JW 3 Cty) +oth) (2.77) 


可 进一步 表 曙 ， 在 上 面 和 数 中 对 应 于 Jr 的 项 ， 当 hk-*0 时 
拘 为 某 种 意义 下 比 h 较 高 阶 的 无 穷 小 量 , 这 是 因为 当 7 关 7 时 ， 
We WO Aes ee. 此 外 ， 当 0 也，《〈2.777) 中 
fy (AW, ia) )? 可 以 它 的 期 望 记 来 莹 代 。 由 届 ,77) 和 这 BER 
AR, RORE RE kO IE (2.747 49 (2.747) BY SE 
METH BA, “EAD, — PAA ed 
(UAC Hg Sci EE, UA SEU Tt, Be Hd JE $ 
埋 秒 统 的 方程 ， 通 常 考虑 为 一 个 (2.7 和 型 的 Crparonoes a hii 
机 微分 方程 ， 然 而 Crparososny 方程 (人 2.74) 等 价 于 Ito 方程 
(2.75)， 故 研究 Ito 方程 邮 可 . 
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通过 ho 方程 与 Orparonoens 方程 之 间 的 t 系 ， 我 们 
Be Hy Re EP peh BEA AP E a 
PAA (2.76) 54 J, EMMER- H, pE 
2.783 (JEW A— > Crparonoeus 方程 ) 的 作 随 算 子 为 


-2 pber 5 六 | | 
L =z these t" ae Tay. 


3 j e] fal a, 8: 
=. - B+- ‘=r: 
al | 2 oe 2” ar’ 





于 是 结合 例 2.9. REJE hye 
de = bedt + oxd* W (0 
ERRE, WPS AEE, AT ODO ER 
的 ， 这 上 与 物理 直觉 是 一 致 的 。 , 
因此 ,一 个 不 稳定 的 一 维 确定 性 系统 ; z= be (b0, JE 
一 常数 ) 是 不 能 通过 “可 物理 实现 ”的 参数 护 动 来 稳定 化 
的 . ER, Hie Leibowitz RA., mi A ina 
HTE BAHRA S mE 3 Tey 83.0 中 ， 
FE PTGS (OBS BY E S Eh E EE wu. 
=, MPR HRA EHH 
"FT FE Bhi ay Wek ae BE Ee We! AT fy BE ay C1 
Crparonosas 类 扰动 ) 与 Ito 类 拢 动 对 系统 稳定 性 的 影响 。 
fA2.10 Ri AEA 
XSEX D, (2.78) 
在 第 1 TGR PEL. 21 ECODOR A PALER RE, GEA BE 
i OX DA PER Br CaS 数 ， 则 
FATTER RE Kpacoserua (W31 SC RRLAL Do ee El 
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Ti 


PUTER, Mih, IETRO TS fiie Sh a WX, fH 
|X VOW XE! I, 
aw _ aW < ew 


OT wa ih 
Hi aj + CX a < kal X |3, 


aw ， | EW 
sec (Wen, 


arate 





SUE Tamymon ARAA "EE 


FIR 
IXO = OC X (4), 2) PECX, Hae ey 
+ BCX (2), Het (2.79) 
AY ELA L, R 
pa Ot ew 


l 
> : yt) + 
at 2 pa at >t) CE Ox; 





! agr 
Drao E 


Kok Kit hel AX, D| +u] XOX]. 
Bik, His 2.25 A AE (2.79) RAR X G)=0 EBS ELA 
VERGE AG, MARAE. 78) TERA TE AE A R PS Be 
BIs NELLY ARAH TE Sh BD e A 

Slo Dit Pdi Ze Xl. (2.80) 


MRR EAK ALA Ae, W SR P28 Akik 
Tar, Miia 2.29 RRAC TOEA ER BL YO 
ERO, MIRAD, MIRAT <e eh (2,80) 满 足 ， 
WA RE REE AQ. 78) AST KETE MRAR 
ELE C2.79) Be — A RE, EP e RTE 
FEM EI PAH. ERED PRBS A WETA 
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RGE, ae eR MY Lo 
RAL O12, 900, CRARER 
o> br, (60) , 

HENSE error RAD ENRERE. 
这 结论 对 于 Ito KRATO PURIG RA PRIEM, 
NERTI, WS RRR 2 REPAS 
人 .了 1 史册 

aS REM, Joe ae 
ik PE 系统 : 


de.) = 6X, ‘dt + T x dW u- rest}, (bas Zp abhi 


dai) = bE, tds +o Bistro AELS. 


{这 里 ， WiO, . Wa * » 2) ELN 的 Wiener we) 
FE FE— Ap RRV CL) HG GED. WB AEE, FE KO, t) 
满足 条 件 (2.40'" 9 (2.44), By UEKI XC) AE 
FH | aa 


L=5 + Bde, rg 4S [ae | Bos » 
| L= Le ER 2. 
E TEE E 


VÆ = ln inaita 
HEREN o RAK, ORC. so Revs 


Èy = PNR) oa- DD, EF E>. 


2D) atti) <0, WP ESL: 





itp 





AHER 2.28 及 其 后 面 的 注 (2)， 妈 可 得 到 上 面 的 结论 . 


现在 我 们 来 证 明 ， 存 此 例 中 所 考虑 的 Tte 类 扰动 不 破坏 

MAT TER BE. 
de,=bedt, (6<00,i=1,2) 

WEEE, MIME o (A. 

事实 上 ， 在 此 情形 中 

= a r] . 2 -m — 1 . 

L = + dag + Data g +2 xi? Š an 
oS a BR BV CK) = X= (人 人) 对 于 充分 小 的 
et. BEAT AG ARK 

LV OXY =a, Xle- Ebo? + bar + OO KPI 


各 
近 稳 定 的 ， 
W212 SEAN 
dz, = tadi + g Cti €p dW’, Ct}, 
de, = — mdi + olti dW). 
BIR ENEA BBLR A Eo, KARATE BE 
定 的 位 水 渐 近 稳定 。 此 系统 的 微分 算 子 为 


„ð a ,1 P % 

L E Par + yo Sat dat 
Ae LW CX) = -inlei t+ 22) 满足 条 件 (2.68), (2.67), 
ihe f o (X) 40, MF X40, MERA ae, E 
A — > ERG ALL 436 JE BRE RIT AE BE 4 SE ott 
HE COE K MRR RE, 4 OY, TREK ME P OD nf Oey AR EE 
we 
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$2.8 随机 微分 方程 的 解 对 初 值 的 可 微 性 


在 82,5 让 有 肯 随 机 稳定 性 定理 揭 赣 定理 中 ， 我 们 是 将 
Jianynoe 郴 数 广 构造 为 有 关 解 过 程 的 某 个 泛 甬 的 期望 ， 即 
VR) = Bx Xp x (0), 
然而 天 的 光滑 性 ， 即 此 期 望 对 初 值 系 的 光滑 性 是 仅 在 非 退 
化 情形 ， 利 用 偏 微分 方程 理论 才 得 到 了 保证 。Gihman523 种 
Blagovescenskiir*3 已 用 另 一 种 方法 证 明了 这 种 光滑 性 。 他 
AT PTFE TE WY Lae op RA X(t) SEP ELS. X AYE 
性 ， 然 后 作为 一 个 推论 得 到 了 相应 期 望 的 光滑 性 ， 这 种 方法 
可 应 用 于 具有 任意 退化 程度 的 扩散 过 程 。 为 此 ， 对 于 系 Mb 

和 ,的 光滑 性 要 有 民 修 的 疲 求 ， 

在 本 节 中 我 们 首先 介绍 Taxan 的 随机 微分 方程 解 关 于 
禄 值 的 可 微 性 定理 ， 然 后 ， 我 们 来 建立 一 坚 辅助 关系 式 ， 这 
些 美 系 式 在 下 节 中 我 们 将 用 来 证 明 关 于 某 种 随机 稳定 系统 的 
Jlanyxop RMA EEE. 





°"—,. Taxman 定理 


2232 FM 
AXAD IHO Ddi +o RI tA) (2.81) 
ERRE RRT xX 连续 且 关 于 X GI LST RATER, 
T( 2.81 AA XCD PX TARA Eee Ta, H 


fox), =o X(t) 
an, ” PvE; 
KE XM, RRO X, 形式 Jie 
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Spat, P (2.8D 的 积分 方程 ， 
X(t) = X+ (ocx XC), u)du+ { PLX Ftu), Wa (x) 
而 得 到 的 方程 组 所 确定 的 。 


[ 广 2 WER AC, ee gg OAR Aer, ca, 的 随机 十 
o GAT s DATA TREE 


Hei 
E (ate, =, Faas Zit ty ---y £t) m LET ey ®t] 


= 时 


FERA H ae SE i Ba RA He PE BLE 
AEH, GRA SY Cthman 和 Skorohod”!, 而且 为 了 符 
SM, FRMLBEE Ei 的 情形 。 

(1) 令 | l 
Yra tt) = ame ACE) — w(t) 

Bat Wi, Ue, ae (8) ATT A 
Yau = 1+ Ale, dowye nt Waut | Bee 40,0) 


X Yag A (u) (2.82) 


的 一 个 解 。 其 中 
Nea _ beet Ct) 1) bev) E) 
At, de, = agree dae yy 一 EFF , 





_ a (et (iy, t) aiet it). 2) 
Bt, Ag, i) = 一 ~ RA ah) 一 一 一 ， 


出 定 珠 的 假设 : bo'sa eR, WA 
|\A|<h,a.s; Bjk, a.s. 


其 中 大 为 正常 数 、 
(DAT Bw nll, HA Ito 公式 于 过 程 ， 
“Ait, dv, = Creat D J, 
这 让 (2.82) ， 我 们 得 到 














t 
ZL Arp = Lin | Za, dr, uv) CRATE, Av) 


+ mn 1 8? Ge, da, u) jdu 
i 
+ Pre | Zar, de, w) Bs dar, ec) dW 09), 


ALF] PM 2.18 HERR, TPE re EF Gron- 
Wall-Bellman 3/4, ENH F] 
Eyra D Pek, (2.83) 
AM k BURT, bi AIi PRR m。 
(3B) (2.83) 4h A, 14 4e—->0 mi, A 


Titty —. F eFC . 





国王 #7 
A ms At) Feb, (Ee) 9 BIS 


Bia, dx, u) aoa -ag CTS {UJ ws 


HH A Bbi Alo, NARR kA Lebesgue A Ay A 
ERRE, HE -n 有 


ELA- &)"———> 0, E(B—o)"--——-20, 
4x0 4a— 


(47h AHS Ta AO Ho, RH (2.82) BE 得 省 ded 
it. ww. COS Sra Se aR, 
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£.(@)=1+ [orean wl, (udu 
t 
“eee ea (2.84) 
的 一 个 解 。 和 由 定义 G02) = Zorn, 


(5) FAC2.82), (2.83) 9102.84) HE — nl, 易 风 
ETE, C4) ett, 

EL Yet att) —O: 2) ]**—>0, 当 da 0 时 . 

用 类 似 的 方法 可 证 明 一 阶 导 数 的 存在 性 和 连续 性 。 


} (2.85) 


= ESE 


382.33 设 方程 (2.81) 的 系数 ， 满 足下 列 条 件 . 
o0,=0, 8(0,0=0, (2.86) 
《十 它们 关于 t, X 连续 且 关 于 tpt e 有 连续 有 界 
hy — Br a — Bi ty 
则 对 任意 的 8, BR ulX,s)= EXO |", 除去 站 = 人 
Ahs KT titan ja, FRIESE A, A HAT 
| Cuts) | <h |X |ie- 


Eee ch 四 (2.87) 
Hoh p, >0, yO. 
【证 明了 AAE l= Lp. SF AEN E A E H R 
读者 作为 练 避 。 
(二 由 形 式微 分 ， 有 
lays) = BE (aca) | 9-820 EEO 5 (2.88) 
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Por (2.88) 45 he RAE FEEL YT 4s Sek 
abaa + Bb (Hb a0, b0,0<ecl,et+ B=1), 


) 





os i êsa) | 1 s1 ag (| 
ama EED | (lero e a 





jeg eet + | OF ae | 


有 
端的 期 加 存在 ， 

OEH 82 0j, vln DXF E Hte 
Af 36 (2. 88) ee 





ulr t Ag, a) ~ u Ca, 8) 28 (x (ene 7h 
Ag 


Cat AE- Coty)? 
Ay 





<E op" ste) | 





(利用 Schwartz 不 等 式 ) 


. CPA YE Cet)? og es eri) Ve 
<(B( ~ de ae (t) oa 





= {Bh (ye — FEO) + Case) Faw}? FF 


(利用 Cr 不 等 式 ) 
SRETAN (ear) — OmU) ya] 


+ 2B aD) 
(对 上 式 第 一 项 再 利用 Schwartiz 不 等 式 ) 
<{s2( Etat O E Yra li) aoe Dy yt 





+ DHL gs, a(t) (Ary? |e 


因此 由 (2.83) ， (2.85》 推 得 Bot) MEE, EAL 


就 -至 ji 1 2 = 9 EC as “Ct 19 ee. 


(3) 由 (2) 还 可 推 得 下 列 结 果 ， 
令 yo, y+ Ay= [merta] (2.89) 


HD. SUP, E (y Sk, ETO, 
14 dy sz ee qE) T 2 A | 
cii) a( 4 Qa HE) 一 ->0, 4 Ara, 
(2.90) 
GIE de 4§—--50, Ar) By. (2.91) 


结果 利用 (3.83)，(2.85) 和 引 理 2.18， 即 可 推 得 。 
(4) 让 明 B22 HPI. HEI, B 


pet Snan EN 5) _ BE( Eae etas TAD ) 








_ Cy + dy) 8? y? _ 8 Beet Ay, 8 ai2-1 
= 本 人 ay 2% dn 2 ¥ 


(Eve) | 


《利用 Schwartz 不 等 式 ) 
<f z( ly + ae ~& gf yz (2) l 
+B {yee ( P- anO NLE (2.99 


出 引 理 2.18 和 [(2.90) 知 (2,92) 式 右 端 第 二 项 , 当 如 ->0 时 ， 
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挡 于 0 .出 (2.90) 知 再 ( AYAR, it, REEN 


了 = Sut cpa -B yen, 
ay E 


当 de> Om, FRF OMT, ARY: 


ut t (eee 1) i < hlut t 1% 


其 中 ，%>0,4>0。 并 令 (yt Ay)/y, BA y>, 
yt Ay >), Ett 
[7 {< Ay | gt Aya- a ya], 





Ming 
BF sk P| 4y| OG hy + Ag ?8-8 1/2 + (Chas 0/25 . 


FAR Seah 2.9L) MPM 2.18, HE 
lim B=0. 


Arl 
AEE Ejer ERE, H, 
2 Bla) |4= BE( oD paer) EEO ) l 
(A (2.85) A2. FM (2.88), A 


| op Bhar) |? | = [ut a(osad{ = JBE (jar | eo 


ege) 


1 Eet 

! et ao! | 
<ie] (ie e) [2-1 PE) ') 
<n {Bl CE w(t) | x 
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pst poA IZE 
x Re ) Sk, were), 


ay 8 (ae RR EE A EE DA SRST). 量 
引 理 2.34 (£3) 2.338 RIE, MSX 
a EXA), SPs MMA EXHO, 有 


_ Ou s _ 
Lum SE + 3 bX Ze +S 3 > Gi) = 5 一 


BERI IS MAE y Tarua H Cropoxos t! 的 第 
童 定理 5.1+ AS, AE F RTM e 
全 不 同 之 外 如 二 前 面 ， 我 们 仅 考虑 1= 工 的 情形 ， 
Wit Ito A FE FE 98 4p, vleis t ds),8+ ds) — ulays 
+ ds) 总 利用 恒等式 Bu(ert(st ds) s+ d=uta,s), Hf] 
得 到 
3 3 


S+ 
ula, s) —ule,s+ 4s) = E | (Lucene) s+ ds) 


XW), +S ote.) 
Gi = + 
X gpr UEA), s+ ds) Jdi, (2.98) 


REFN Fu Me “如 同 前 面 (2.87? 的 估计 式 TIS h 
HW. 
lule, s+ As) ~ we Ca,s) ksj C=0,1,2). 
WERS HRAC., Mh (2.98) idik 4s-*0， 
我 们 容易 得 到 引 理 的 wie. fi 


推论 2.85 ARV CK,s)= fe Xt) [Sat 二 于 类 


]28 


OE), E 
LV (X, 9) = E|X**{s + T) |f- |X4°. 


GCH] 首先 由 引 理 2,33 及 2,34， Besar E, (E, 
下 面 令 (Xs) =H|XAH|4, FEA 


IV (X,8)=L [| eoa] = Ugir( X58) — Ugl X, 8) 


+f" Zan (X, pat (由 引 理 2.34) 


=E, X #4 {s+ TI? EIX] 
= E| Xe {s+ T) |- |X], E 


§2.9 指数 p 稳 定性 与 ?不 稳定 性 (pn,g 之 0) 


一 ， 指 数 p 稳 定性 


EN 2.10 系统 2. 多) 的 平凡 解 是 称 为 
(Lp WEE, WA sap ELX G) 0, 4 aom, 


(2) 渐 近 pREN, REE plawi WA 
lim EX |r a0. 
(DBR p WED. MERATE A Fle, A 
EIX"*(t) | P< A|X |*expi— oaté— s)}, {2.94} 
经 常 区 稳 定性 是 对 于 了 DD= 二 (均值 稳定 性 )。2= 2 
(1977 fae PE 
EA AATNI O REEN AIDA 件 的 定 
理 ， 它 们 可 视 为 确定 性 系统 相应 定 圳 ( 见 第 1 章 文 献 及 ra- 
sovskiirl!l) 的 推广 Tap HY Fy Xacumunckua 2 (101 
HEEN 
定理 2.36 (充分 条 件 ) 系统 2.51) 的 平凡 解 ， 对 于 
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i2>0 是 指数 PAER, WREEK- - MAL FA FP OA R 
V(X, EO AAD), 

D WI RI?P (TR, Eb]; (2.95) 

(TV (X, DE 4X1 (2.96) 
Bir Kies ks SW RL 

{证 明 】 AAP CX Oya at 2.4 的 条 件 ， 改 解 过 程 
AC) SIEM AS, MEA ABE, HATA tos, 


EV (XC), DE. FU Ito 公式 次 取 期 望 得 
+ 
EV CRY, D -VS | ELV (X** (ut), udu, 
西端 对 上 微分， 得 
EV KD), t= BEV CE CE),t) Gy (2.96)) 
< kg (KCL Cy (2.959) 
-EE (XCD SED, 
2 
利用 引 理 1.6 推 得 
EV CX, DLV CX, expt -fra 9h 
2 
HUG 9DE 


EI | <Å EFX G} 


<ia, Dap -f a-s) 
ki ka 


<Hjx|rexp(-Bu-9}. M 


定理 2.7 MR) PROS) 的 平 几 解 ES fH p 
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Ben, WEAR o ao, RFX g CMI He BHR S 
He. Wea PRP OY, O ECD, AE 





O RIX PA, O<E IX’; (2.97) 
GDIV CX, DL- kX]; (2.98) 
| or ey i rt. ed 

Gii) i |<, Pate sage, | AIX! 
(2 995 


ko>O, =1,2,8,4. 
CHEN RY PARA, HFE REAR TO, we 
fier 
V(X.) =| FY SIA Ca) | aw (2,100) 


HAR, 
Tec el AR 2, S4 e POO ECER Fhe 
SON RE Ae pE e IE 


Vex, 有 |X |’exp{— atu — t)}du 
= 5 IXe hix], 


HAR bmo kPa AERA WHe-O,)=0, 
600, P20), 于 下 有 
jak, Pky | XI? BXD [ke Æ is 


LOX |?) = SHAX tpl X potest Fan, +) 
ie} 
Kp (pr DjA [ine 


+ J Ea, DPIX 48 (p= Byatt X i$] 
也 而 有 
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[LOZ beh |X, (2.101) 
利用 oR’ $ 


ter 
E| X*+ T} |X les | EL(|X** (a) [due (H (2.101)) 


>- hf Er l'du= — kel” (X, 0), 
因 平 凡 解 是 指数 mp 稳定 的 ， 故 又 可 选取 一 个 下 ， 使 得 
BUX + TISAIX exp {— oP} <I XI". 
(2.102) 
从 而 AV XS yA IR POT, 
mibg 
再 出 引 理 3.34 的 推论 知 
Vix, = EIXTAst T|- bX]? CHic2.102)} 





<- 4I. 


JRE UL BB TARE (2. OBR Se . 
最 后 ， 利 用 (2.8727 即 得 可 推 得 向 计 式 : 


| aF, t) 


= | Ê EIX w) [ ?ef 
aa, Che Ba, 


<f EA |X |? texp{k, (uo H}du= k lX] p-l . 
(2.99) 的 第 二 部 分 可 奖 似 地 证 明 。 i 
下 面 的 引 理 在 研究 随机 系统 的 稳定 化 中 是 有 用 的 ， 
的 条 件 ， 此 外 
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{KIER jL. (2.108) 
JE 


wl 
lim B| X)| 7= 0. (2,104) 
DEWI $24 PREON, X=0 WF 2-50 MA 
进程 XO ORAM, FERIA Ito 公式 于 函数 
LX, ERA RGD CER AS RAAE, 易 见 
LEX G+ |r- EX 


t+h 
= f LEIZ ao | “del 
下 
tA . 
<f ILEX” u) | "|du 


EH 
ok | BE) | “due, 


Hep EO. 
FAR 

an 

jE 


(2.108), (2.105), REWI lim EI Xx (tp |" =0. 


IX) REL Kt) |, (2.105) 


=. 不 稳定 性 
首先 引进 不 稳定 性 的 概念 
M211 系统 (2.51) 的 平凡 解 YOO ERA 
CL) 9 不 稳定 的 ， 如 果 sup | BIL) | 7—0, Tj oO 
HY 
(2) 渐 近 9 FREH, HRY oe ey, FF 
ELX * g) 2. 
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OEA TREN, WRAP TILA A Ala, 7 
EE Xe* dll fexp{—ali-s)}. 

WR, WP gO, HOE g 不 稳定 性 意味 着 随机 不 稳定 
H. ERE, A Tesgmes 不 等 式 ， 有 

PIERO ERRE 4， 对 本 意 RDO. | 

HTA AARET O 可 能 的 不 正 巾 性 所 带 来 的 图 难 ， 
直至 杰 节 来 我 们 都 假设 方程 2.5) 的 系数 了 和 oy 甘于 空间 
AERC A A Se | 

PST ¢ 不 稳 定性 的 充分 条 件 与 监 要 条 件 的 两 个 定 
BRAG LEW], ASE HS AT p Bee HE AY 定理 证 明 。 
APE TTA Be ASHE 

定理 2.33( 共 分 条 件 ) RACDD KR RAO) 0 eH 
数 ?不 稳定 的 HT t0, MRE AEF A 条 件 的 
mae V(X, 60,4), 

OBJE "EV CX, t) Shs [ XI, } 

GD (X, DS kl EI, 

定理 2, 向 (必要 答 件 ) 如 果 (2.51) 的 系数 8 和 gr 关于 
及 有 直到 二 阶 的 连续 有 界 导 数 ， 闻 且 DD 的 解 王 (人 二 0 是 
指数 4 不 稳定 的 。 则 存在 一 个 满足 条 件 (2.106) UR 下列 条 
ARP CX, CCl UR, 


(2.106) 


CHIC 1) GEM 2.37 和 定理 2.30 BS 5L) PA 是 天 范围 
RDI ETRE, MFR p>, ERIS Mp IER WACS.) 的 
RRA Uo, (Xt) RF SARL AAR AR SR, 

(2) BEAT DEE) HEM, BVH At, wi 
ie LV CX, t) 0, MRA C 2.54 SEE p ERN 
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$b, BS) 2.20 92.4 KEE), WH ito ARIPO, D 
RERA, MA 
RAE NSFC PEE (KGa D TN, 





a . 
2.10 | 必然 指 By FS & 4 


oro 





ay Tt 个 人 By iy (AY RT A Ho, 38 Soil 7 ris 8 pe AUS EE TE B 
JLT ORSR AREFE, BAe m ILT pos By EE UE BG az a JE 










E Eiba p RGA tE EEL Be BR AT Ko- 
oe 个 充分 条 件 症 平凡 解 革 区 六 ziJ, 


Kacownuneus A Lg RERE, W Ti i, 
JFE T H Kozin Hy SS, TER RE ki g 
Xachynckuit Fea, 

JEM 8.1? 系统 (2.51) E N EA Bp 

CL) SUF SASS EA. A 对 和 s0, 
存在 一 常数 a>0 及 一 个 几乎 必然 右 限 芍 随机 变量 YD, 
使 得 














|X") ALKE. exp oai], ts, a.s, 

(2) TLE ih PRS ROR AG, WMR EE ce, 
S20， 在 在 一 常数 yO BP IL ASR Fi RM PL 
K(X,s), {feb 

LÆ pK (X, sexplré], fles, a.s. 

CELA LF ORRRB EER) WR A 
E TIATA VX, H ECE), 

Del Gh a ae NDR A aan (2,102) 

GDA (K, DA kal Er (2.108) 
WRA C2. BL) EE AA EJL P E R E AR RGE. 


【证 WJ $ W(X, = PX, exp fel, 于 是 ， 对 
T X40, f 
EW = Pexp| i+ | + expfke a) tr C2.107), (2.108)> 
kalix ks 
hsexp 1 “a Æ|- k| Xi’ exp] tee. 


故 由 引 理 2,20 4, PEW a), iE oh, TG 
定理 2.14 CE BEDE, RIF TA s, X 
fim W (X,d, g.s. 


WEEB R, Plt 
supH (XZH, D = Aloe, a8. 
t 


aks 
hw OX.) We. EV, DEA p, ae. 
MAifi FH (2.107) 49 
„Ea 
[Xe (4) |e pore A E 


JR EP 
LÆ Fo) SKA, spexpl at], a.s. 
其 中 
1 jax Es 
K(X,s) = 7-4 (w),a= 3° a 
以 完全 同样 的 方法 ， 可 证 明 下 面 的 
定理 旬 . 秽 (几乎 必然 指数 不 稳定 性 定理 ) 如果 存在 一 个 
Wy AL FI Se A OX, D ECL" (2) ， 
Gb, |X CX, ON Sh, |X]; (2.109 
Gi) EV (X, DE- kJ XN. . 
则 系统 (2.54) 的 平凡 解 几 乎 必然 指数 不 稳定 的 。 
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BPE Ita 随机 微分 方程 的 稳定 性 


可 雇 说 ， 任 何 一 个 物理 系统 都 是 非 线 件 的 。 我 们 说 茶 个 
实际 的 物 副 系统 十 线性 的 ， 这 意 际 着 ， 它 可 以 充分 精确 地 用 
一 个 线性 系统 来 近似 地 代表 ，“ 充 分 精确 ”的 意 患 是 实际 系 
统 与 型 想 的 线性 系统 的 差别 ， 订 小 到 无 闫 紧要 的 程度 。 

一 、 线 性 Ito Ree 
林 章 研究 受 扰 于 Gauss HERE 0 ICI ERTL RE 


= ! . 里 =- 
Di SKUO tO = 1,2 el (和 


Hep, fa) 在 一 个 共有 和 零 均 信 和 由 协 方差 泗 为 
ELA) O= KOSG- 8) 


iy Gauss HIRE, RESO 为 8 ARG bjemns=s l, 2,58 
PRON h GIRE BIO, AIG ROMS Eh) 至 多 可 Bh et 4 
H BY SUS RR Ho Hh, PAG C 式 作为 
一 个 线性 Itc 系统 米 处 理 ， 即 化 为 


K 
aX it) =B@)X dit Bi oz (OX (dW ,d). 3.1 
AH gy @) = GALI GE, Pek, JEE. 
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La 下 
Elo OW). DoT OWO KENO- sy. 
re 于 到 二 


BESIER Lipschitz 条 件 (2.107) Mik, SO 
Loy tt) 在任 一 有 限 区 癌 寺 均 为 时 间 的 有 界 冰 数 。 

证 第 2 这 82 .7 的 这 论 , Hu oD 中 的 吓人 应 为 Orpa- 
ToHDBH 党 文 下 的 随机 微分 dH,( 力 ， 但 出 第 2 总 i”" ,7 的 讨 
论 ， 我 们 也 知道 具有 Crparonoans 随机 微 Sr OW Ct) 的 线 
性 系统 是 等 价 于 一 个 线性 1to 系 统 .两 个 系统 有 相同 的 o.(1)， 
但 新 老 位 移 系 数 之 间 的 关系 为 


Bw) = BO +1302). 
2rei 
ih, RIDERA [to 系统 (3.1) MIG SHEE Ce RL 


二 、 线 性 Ito 系统 (3. 卫 解 的 结构 


CL Wat XO, XO) RE B.D 的 和解 ， 则 对 任 

TER B s By E 
rw -5 XO) (3.2) 
it HY Fak (3.1) 的 解 . 

(2) BH XO Cty ALERT Ce Cte) ) ATT SU A SOT 
ft ILA BHR REX Go =X. 的 系统 8.1) 的 解 ， 对 于 适当 
的 常数 大， 可 赤 为 人 8. 轨 的 和 的 形式 【 解 OP KO) 
称 为 系统 (3,1) 的 基本 和 解 组 ) 。 

以 上 芮 性 质 是 显然 前 。 另 外 ， 出 上 面 的 性 项 立即 可 香 如 
Tiig., n 

推论 3.1 一 个 随机 渐 近 稳定 的 线 性 Tto 系 统 , — E 
也 是 天 范 国 随机 渐 近 稳定 的 。 

证 咀 贸 给 读者 作为 练习 。 
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§3.1 一 维 线性 系统 


本 节 考 虑 -- 维 线性 Tho 系统 
do = Hw dt + ora G). (3.3) 
JERE WHE EEE, EAA 
命题 3.1 (3,3) 的 解 ， 可 通过 求 租 得 和 到。 
党 实 -上 ， 可 直接 验证 


a(t) =% expy| rh (s) 一 ©. -9 aaaf o(s) aP (sy (3.4) 


Fai BER BPE ee (O) = 2, 的 方程 他 .3) 的 解 过 程 。 
B46. MEIHA eO =o BEAK, 
其 次 ， 我 们 来 验 让 其 满足 方程 人 .8) 。 

4 ， 

y) = fo W), 


出 , A 
act) =E = 00 exp| Ct) - O ds 


exp y(t}, 
H dyQ@) =o (Wdwt), He 1o Ast, 有 





an = | +e (5 | me 32 aw) 


=| ce be) — £ o ETOT di +- io BOLLE 


+oDeaWw W). 
=p +o Gatti dW KE) 
HORG. A), GEIR CATT BE BORE Mie SRS 式 来 
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SIR Gy BE .8) E RR EBE gtr uk, WA 


命题 3.2 令 | 
o i raw TOs ooo, BD 


ki aa 


KIGBE SLEE o . 
CL) JL SP 2) TE RE He, P(t) = 00, 站 人 rs 时 》 


i 
= 


FP DASE PASE hiar lim supy (<loe, as, 
(3) LAE ah ROSEY “ihe Piim sup 分 (和 = = oo} >. 


ig yr GR ERI AE Tr ed Br 

Har Bl, BOS ne HE eR ito 系统 (8.8) By Bee 

» DAMIER oO ARREST, BRR Oe 
一 个 只 Af Gauss 列 立 增 量 的 过 程 , 当 iooi, 对 它 前 增长 的 
研究 ， 通过 下 痢 的 引 理 可 化 为 对 Wiener i 过 程 增 长 的 研究 。 


z3; S.2 it oWO O 为 一 个 关于 Wiener 过 程 前 
"0 . 
Ito ERLE, WERT Wiener MW, We 
f ewww =w] eds |, as. (3.6) 

对 于 所 有 10, 

Ti) © PW RE LE Ra, EE. 2 

: et 

qh, $ it) = iaf fi | ovisds= r \ . Wa at Ee 
一 Hr? 
W(x) = | o OAW (O 的 菜 些 性 质 ， 

(HEL, BLIP O Be AI Gauss a SE. 


HERA 
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Gi HERRAT, FAE., 
EW) =0, EWG) P=. 
MTW (2) 是 一 个 Wiener 过 程 。 
(D4) = inf{ us | o?(s)ds= {io (s) ds} 
则 对 任 一 #, 我 们 有 
t HE) 
f o (s) a (s) = f (aA ts), a.s. 
EEE, MIOREX, HIER mu, 使 得 
“a fe 1 人 ~ 
f eod ["aterdss te (由 ?的 定义 ) 
+ “1 7 
=| a’ (3) dg + Ta . (+Y 
to nn 
对 所 有 的 >0, 令 
A,= {os [fo cara (sy | >e}, 
于 是 ‘tn oo 
P{An} = Pt oC)aw 6s) |>0} (由 desmmes 不 等 式 ) 


UA (由 卫 和 机 积分 性 质 ) 


g? 


igoe CH Ck)) 





1 
<p L, 


kk Hi Borel-Cantelli 引 理 有 
P{tim supAn} = PY lim Sup if" a (saw (s) l>e }=0 
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等 价 于 


1= P| | 人 a (s)dW (s) | =0 } 


= ffi a aww = Jo wawo } , 


te 


Ask, WE DRIOME, BH 

~ t ~ i 

We fo (sjds]= Wo (dsl, G.S. 

《3) H cO, (2) Ep aT HES 
f ois dW sy =Wt f ož iads], GS. 

FEE, b Wm 的 定义 得 

- PC thds] 

wif ot (s) ds ] -全 
Bat MELA 

t [f owas | =inf fus f ciiis 


- f code Crt EC) ROE 


oe (dW G), 


= t(t) Bt, 
Kine 


le GHC) 


=f o(s)dW{s), as. D 


以 后 。 我 们 还 将 需要 下 面 的 区 aasaa 定 理 [11《 或 见 
Friedman”! 43.3.1), 


ERSA. WWO 六 一 Wiener 过 程 ， 则 有 
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Wt 
lim sup =] aS. 
tom veining . 


FERNE 1O =f oto) ds, 

l t. vel ete? o 

f [Ba 一 p a” {sj lds 
a 


Tt) = F airs wao o- 
{of asdsialaff oyds + + 
o vO 2 





定理 3.3 Frb, MRR (S.3) AP LIE 
t 
CL) 几乎 必然 稳定 的 和 lim sap| Ais)ds<oo; 
(2) SL SP Dash FE Rm ~lim ,bls)de ~ 一 ce。 
外 时 Tec = oo, ill iim sup HKD a JSR ASR M E 


逢 定 的 一 个 亮 分 条 御 ， 而 lin infa > -1 FEUD Fh PROS 
称 定 的 一 全 充分 条 人 性。 
ira HIDE 3.2, 我 们 可 表 过 程 


noz fuot ca Ide HIVE fo 2(s)dsly 


WWE, (3,3) 的 解 过 程 为 mG) = 00", Far 3.2 知 (8.8) 
的 平凡 解 是 几乎 必然 稳定 的 > lim sup nD <oo,a.s. put 
7 (00) < oo, RW @) W Wiener SK, j i sup WO) <o0,a.s. 
从 而 有 l . 

lim sap" (Eee, as. ey lim sup fe ds<oo, 
同样 ，(3.8) AP REAR JL SP SR BT UE Be He 


lim {i} = ~ o0, a.s. esi b(s)ds= 709, 
tino : tan Jo . - 
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Eire) = 00, Bt a 
W (rt) . 














lin af FC) + Him sup, ai Cy n 
<M SUD ror 2 5 we 
<lim sup HD + lim sapr: otis 5 
# lim sap J O<- 1, MHAR A 
mm sup wa Si cyt = =1, a. Ss 
从 出 … lina stip mt) <0, 





ten P far g@yinint ape >` 
Pie. Teo) = 90, W 


ina [Be Cyiminr a) i = 十 oo 
tp - 


EA lim WG) = -—o, g.s. SATE TCS. » PA LA ae IL 


bee 


+ 
SPL gE BEA . 
可 Ses wie i He ARAR.. k. 








GCL) 二 It 与 Orparosnags 方 程 之 回 购 关系 式 (; SIRP. 75) BR 











对 于 tf(59) 之 om 情形 的 定理 3.3 的 绪论 ， 对 于 GTparmonmnsEd 方 得 
Ba) bE A MO OBE o 
ty wax, 
对 于 rie) = o Riigi, man JORD 





: besyds ` 
aaa ee 一 一 
Tt) Tartalja rt) J 
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KHR MERARI, 

因此 推导 方程 工 -04 的 不 稳定 解 s=0, FRETES 5 人 的 物理 可 行 
RAKARE, FMD, H 2M 82. 7 已 证 明 这 二 点 - 

(2) HERI IMEEM, at (ede oo, BIRT EEN 


统 Y 一 bz BER, 


"$3.2 AFERAN 


我 们 知道 ， 一 个 具有 常 系数 线性 和 齐 次 的 确定 性 系统 的 解 
可 由 一 个 辅助 的 代数 方程 ( 即 特 征 方程 ) 的 根来 决定 。 遗 让 的 
是 对 于 随机 系统 , 显然 没有 类 似 的 简化 方法 .然而 正如 很 多 作 
者 ( 见 LeibowitzfayGihmanci 等 ) 已 经 指出 的 ,决定 线性 系 
296 (3.1) 的 各 阶 矩 前 疝 题 , 可 化 为 解 一 个 确定 性 的 线性 微分 方 
程 辅助 系统 。 为 此 ,我们 将 (8. 才 宾 为 等 价 的 积分 方程 形式 ， 


XO) = Xr f Biu Xe" (yds 
te 


Èf or) XX (a) dW, ， 
计算 上 式 两 端 关于 下 (to) =X. WR, HS 
mC) = EX (t= Bx. XO), 
ATT ENE FHF ARA: 
oh - BE) Mas miD = Xn . GD 
其 中 BCt) 二 (HC) ). oe 
甘于 二 阶 、 EM I ARIE, 可 利用 第 2 的 Ho 
公式 (3. 外 导 得 ， : T 


例如 ， 利 用 lto BATAR ae, 可 得 
(ar, Ct) wl) = 2: Cb) day Ch +, dx)” 
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+3) Co, XO). (or XO); idt 
= re) (BOX); +c) (BH) XG): Jdt 
+ 3 {La (oe, CX (DY) +2, (0 Co @) X(t); W, {ty 


+ Cort DAX ) dt} 
VBR ARIE LIF, BERRA KANN iS 
方程 系统 ， 

a Dm ED OMAD ， 


+5 ï FER E Man} 
G,4=1,2,-8,D., (3.8) 
FAR A Bom = = Etat AE vi (4) J. BA mj = me: (4), 
所 以 系统 包含 了 3GC+1)72 个 独立 方程 
用 同样 的 六 法 可 得 到 关于 
minnie = Bei Oa Da) 
的 方程 等 等 。 
GECI) LBW CLT) 与 区 也 1 3， 易 见 如 本 系统 [3.1 7 是 接 均 值 稳 
的 ， 则 通过 汗 正 “波动 ”项 而 得 到 的 确定 任 系 统 也 是 稳定 的 - 
(2) BAB | Fetes) | Sm + +m, 
HERA) RRR OTH BERRA, SH 
当 确定 性 系统 ( 3.8 ) 是 存根 应 家 六 下 稳定 的 ， 
BR MDM, HRM MAG 《 3.1 ) RRR CRD 稳定 


HERRE a 
[ar—-Bj=d - “3.9 7 


的 很 有 负 实 部 ，《 这 里 各 为 系统 ( 3,8 ) WERE, IEKA 的 革 全 矩阵 ) 

(3) BE (3.9) RIMES Hof HEARR TE SASER 
数 的 系统 (3.4 》 是 扫 均 方 浙 近 稳 定 的 ， 期 对 于 一 个 具有 稍 适 仿 训 ( 3.1 ) 的 那 
些 系数 的 系统 同样 成 立 ， 
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§3.3 Tak p 稳定 性 与 ORE 性 


HRC 出 第 HE HO eo 证 
HH 了 对 于 线 贡 : 系 FA BE: vrs . 
dX = BUX OL + So, XC dap: 人 .IO 
IKAN RARE g KEE EARTHS 7 
区 个 一 闻 中 ， 我 们 将 假设 丙 数 ? Bi)! ,af 5 IBY 


有 


BR. 
—, ER pRBEEHRE RH O 

定理 3.4 RAB: LO) #4 X= RHE r BEI 
A UP ee 一 - ARE MH pR: KRU CEO, “使得 
对 于 其 些 和 党 数 fa>0 有 

bX CSP ODS IVD- BIXI 

ari mi ps 

< poh” oP aa fehl Xl eo (8. t 

E 二 

[证明 】， 充 分 性 由 定理 2.836 立即 推 得 。. Mi E tE. 
HARA G. OAP x HERTS * m: aie 
根据 证 到 .2.87 ER, S 

VX, p= o . BI Xt) | "dry aD 

MAEAEA NRE 1D.. 四 
l FERMEN V(X, 1) pikFRM BK. Se E, 
出 线性 Ito TRUM RCD, RAE- a 
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Xe lepty tp RMA GO WO o 
a xan =e Kee 1 
其 中 ， CD, „Xe TRESE T (3. 10) WEWIEAI 

C4) = 8} 《8 为 Kroaegier 符 号 ) 的 一 个 站 林 解 这 H6. 13) 
BOA GIDERRA Y VUD Epik kR. 由 

ERMS MEAR, RITARA TERT 相 -对 较 小 
— JE RK RRA ERR SERB ep BSE. Re 
XEF AMG, TARR, SR AEE BT 
ih EPA, 

定理 3.5 系统 (8.10) 上 jee WO tiie He BS (p= 2, 

vee A BES AE ENS TAAR AE SE A A 
ates FX, D, FE-PE ON 
VOX, 6), Me o 

BPs epee oh To 

BTR here” EERE APES, 
PAPE BSE THe Hi a 

证 明 : 我 们 只 要 泪 意 到 关于 正定 刘 式 的 一 些 HE -性质 fit» 
TERE SR SE FERES. Aa RR AEE IR BR 
(3.12), 3 BRR 

F(X = BW CX Cw udu 


TEPARA ERSS E A M, BAJERE A 
PE, D PEDE RARI BY — PSS. 
RE (3,10) 中 的 系数 矩阵 BM o, 均 为 常数 ， 即 8.10) 


-化 为 
. . x . . 
dX) = BX ()dt+ Bio -X (dW, 0), (8.14) 
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MN se HA 3.5 PAS CXL OS WX), T HARA RRA 
的 齐 式 V(x) G 7 W XO ORR, HI RE ps H 由 定理 
3.5 可 推 得 下 面 关于 指数 稳定 性 的 代数 准则 ， 

代数 准则 : 给 罕 某 个 五 次 正定 齐 式 伊 (Z)， 寻 求 一 个 
回 祥 次 数 的 一 个 刘 RPD, LY = = WX). We, i 
FAG yg ER EA Te, si,- + 50H Di 各 系数 的 方 
法 得 到 一 个 关于 六 (于 ) 系数 的 线 忻 方程 组 。 由 定理 &5 HE 
得 ， 此 系统 是 指数 Dp 稳定 的 充 要 条 件 是 上 面 民 得 的 函数 
V(X) 是 正定 的 。 

对 于 确定 竹 系 统 》 这 种 方法 就 是 所 谓 Cetaev 方法 ( 见 
(61), WAM PRLS eA, BE 是 由 
Kac 4 Krasovskiil FHA HAJ. 


二 、 指 数 9 不 稿 定 性 的 充 要 条 性 

潜 似 于 定理 3.4， 我 们 立即 下 得 下 面 的 

定理 3.6 系统 (3.10) 的 解 工 (为 =0 是 指数 & 不 稳定 
的 , . 当 且 仅 当 存在 一 个 关于 及 Meg Kay Ra, N, 
使 得 对 于 某 些 常数 如 >0。 有 

RX |<V (LOSE KI, IP CX, OS ~ hy | X14, 





av -4 eV _ 
“Bx, SALI e EA im Alx i 
= ii j=l, 2, Eaa 


利 凡 定理 2. .39 和 定理 2. 40 Wn oye ft em AE. 
推论 3.7 对 于 任意 p "一 个 确定 性 定常 线性 系统 


人 -= BX 是 9 不 稳定 的 充 要 条 件 是 特征 方程 IMT- 引 =0 
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的 所 省 根 n PIES RBS 
事实 二， OTA = LW 也 是 正定 的 正定 


二 次 型 下 (于) 存在 的 充 要 条 件 是 Reh>0，%=1, 久 : als 于 
是 令 VOR) =(W(2)1, Be ee 8.6 的 所 有 
条 件 ， 从 面 推 得 上 面 的 结论 ， 





=. fA 


下 面 示 便 说 明 本 节 定 理 的 应 用 。 
例 3.1 具有 常 系数 5 和 o 的 一 维系 统 : 
drit) = betHdi + oo dw t) 

的 微分 生成 算 子 


一 a Í apt 
L= biat 27 





a 
Bo 
Fæ = fal", Pat 


LY = pleito -Z ip- 


由 定理 3.4 E ERE, b+- p- DLO BK R 
统 指数 了 稳定 性 的 一 个 充分 必要 条 件 。 当 然 这 结论 也 可 直接 
EEL A AN USL GDHN. 

例 3.2 考虑 线性 定常 系统 

dX (i) = BX Ch) dé +E oX (dW, (3.14) 
指数 p 稳定 性 的 某 些 充 分 条 件 。 

HELMS, He REN NRT I 


L= Ê +BY, 2)+18 rex, 2, 
ĉi * ax 2 ial mae 这 
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让 我 们 仅 限于 过 论 正宗 二 次 型 VX, Xd = I pe | 


7 Fel 
NRK if] Ulanyson H 数 。 为 此 * 念 z 
VO) = WX, x)", 


记 BY 为 下 的 相伴 算 降 ，A a= MCMC CAPS He 多 为 zx 
ERAGE D BIRHEN, H. & . 


m = inf ha M= “ep A 其 EPA) ELF i } 
| 


‘i=l = 

EEES, A LLL REE Di MDa E 
Aka te DoC EGD DI LNs te Das | E15) 
ERASER AL fig h a a E A, 
Wie, 
EV = ph X, 278 | Ste CAC) + CFB 
+X, w+ Of -DtrCACQ PCY) 
. p i 
= nV X,X)* BRY, (2.16) 


H efi f ACE =: Ce X) = 0 a È, aOR Pn) 


WA ACW 


é 





“hy Ty aif A SE HE tpe PSE (8. 14 是 指数 ? p TARRA 
个 记分 bt BCX) (G.18) 的 iG Sob Wt) ut X60 是 
n 5. H mB OR) 30, 出 系统 是 Brp REDEN (OL 2 
RES! OAT C2) ) Se a 
He ¢ (3.15) #316) HAY NP poets, 
BOS hove t+ (UV B+ BAW), X) 





+ «+ pA nity rey e 


ts ty + CB Dia ) + AEP PTR, BY 


errs: 
TS >im tr WT 一) A pe 
(8.18) 


uit, BRAA PTRA pee, eee NIE EW, 
使 得 
-法 1 ay rta Bayne TER PD, (8.19) 


t 


MEE RAEE A H 
LS We Fe Dl + Mpls PYRO, (3.20) 


而 此 系统 是 指数 DRE ai. we 
次 似 地 ， 如 果 对 于 基 信 PES2， 存 在 一 个 E ERM R's 


Sat ce rm Layee FA, (3.24) 


WARE. 1D iS p i 定 的 。 A Mio M 


Monte ED ibaia HARR ISO 
2 2 


， nga) 


wil th Bye or Be 

ERs (319) <~ G22). AGE A APR EE TBI BF 
ERKEN, iS PARR, E TA T aed p 稳定 性 
WAART, 

t SEND = = SLX PEGE T NPA ARO) AB =i E 
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现在 假设 B+ B* = -iT EW =I, My 3-17) — (3.22) 推 
得 此 系统 是 指数 9 稳定 的 ， 当 且 仅 当 SIG+ p-D<A, Z 


PUL, VERSE 指数 4 不 稳定 的 ， 当 且 仅 当地 3G -~g 
~ 为 >>$， 对 于 茶 个 正 的 g. 


§3.4 指数 ?稳定 性 与 9 不 禾 性 ( 续 ) 


在 确定 性 情形 ， 一 个 渐 近 稳定 的 常 系数 线性 系统 一 定 是 
指数 稳定 的 ;一 个 一 致 渐 近 稳定 的 时 变 系统 也 是 指数 稳定 
的 ， 试问， 在 随机 线性 系统 中 是 否 有 奖 似 的 结果 ? 答案 是 肯 
定 的 。 本 节 仅 对 常 系数 线性 随机 系统 ， 证 明 这 类 似 的 结果 ， 
下 节 再 考虑 时 变 系 统 情 形 。 为 此 ， 我 们 千 来 建立 几 个 引 理 。 


一 、 几 个 引 理 
引 理 3.8 加 果 常 系数 线 忻 随机 系统 
dX O = BX (Odt+ So, XW aw. (3.28) 


是 随机 藉 定 的 ， 则 对 充分 小 的 了。 它 是 Pp 稳定 的 . 
CHEAT] RE (8.28) 是 随机 稳定 的 ， 则 春 在 
>0， 使 得 


sup pisup|X*@|>H< 4, («> 
too 2 


Lr1<2-¢ 
ARBRE, HARE, SHE >, A 
Xx) = Bronx (=r pax” (4) =r X*W, (8.24) 
Hp = (@ yz, E) y {xt (4 =i, 2, sory dh AE po a 
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条 件 a) (0) = 全 的 @.28) 的 一 个 基本 和 解 组 . 
ati k, > ra Bee Mj r2-7=2", Aer CD) 式 有 
sup pisup|X*@ {> | 


x geek 


=sup pisu p| X70) I> ni. (3.25) 


xpe 
ik RE, ETR 2 的 首 达 时 ， 利 用 过 程 
XG) ARS GER B.25), Tila 
sap ?tl @ Loa) 


= sup (7 fiieoep{t Edu, X* (wu) Edy} 
IX; Ll tet 
pi sup] XY |>} 《由 8 二 1 的 (3.25)) 
imo 
<i s sup pres! 


= 工 sup Pisnp| X* (0 >27) (b= 0 BY (3.25 }) 


2 xja! 
<t, 
加 
— i, RE 
sup pisup |X” Pea (3.26) 
LX]<1 £ ; 


Wi € E, iB) X)=1, Fre, pct sy 我们 有 
Esun |X*( 173 L Eper BOY aL sun [|< 
*>D kel bt 


< Saep! sap |X* OD [BMA 【由 3.26 式 ) 
wl i ind 
< Perg 1) 一 2% ok ril er} CHe<s, a (Ch a p >) 
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Ep) <o, io oo BBY 
WK Fic OK, ALE 1 J820, E IDA, fi 
sup EL sup] X* G) 人 | 


ims i> > 
O SEL pl CHG) 
: OUR BR 
3183.9 ”如 果 系 统 (3:28) SAA, ST 
充分 小 前 p, EOE p BEB 00, 
DEJ 设 革 EB 县 [Zi =i, Wo (8.27) y EA 
p>), Æ 7 l 


' BI supl £4) PICEK, . 8.23) 


此 外 ， 正 如 82 1 BTR, — AARE REL es, 25 
BALHE A ATi R BAU E EEEH. ANAS EPR X, ay 
f Kx 0 g.s. oo i. (3.29) 
(3-28), (3.29) Jk Lebesgue TIAE, T 
EX W P0, 24 foo 有时。 
再 出 可 理 3.8 知 它 也 是 p SEM, REE Ep 
稳定 的 。 
3/8 3.10 wR 2.23), HTE 不 力 是 新 近 p 
SH, RIG DARE p 稳定 的 、 
证明] We PN WE y H pp 的 假设 Fy. 对 每 
Sp EIXE PQ. (3.30) 
Fit, BEKO w, 421,2,--, Re (3.23) 满足 初始 条 
158 | 


fi ati, = Öpt 7 = 1,2, yb WP AREA, 出 ik (622) 
Wiad p Roi, ded ee th gE 统 解 的 性 质 可 知 ， HEAK 的 
Bixee 1 ， 

Stik, FERPA Baga. [ei tee + ANU AL E + 
S +A A 
Shik, WRIA | = 1, W. 


E aa are ry | = ED l EHER fest ) 
BI Bla? IXO A HXI = 


<Q) EXOT C< MG. 80) BO. . 
项 在 选 取 一 个 使 得 (3. BO) War HY T, Me Qa E 于 是 
WHE X, FCS. 24) 47 XIT) 一 xar T, Ak. 
EIX [>= |x |e XTC) |” (由 (3.30) 式 》. 
KX, ABD 
AON h S REER gJs 
E| XOD p= S POP dy) FIX POE BBYR) 


<e'| o,f, a Nyl" = eE SEC |7 C1 B84) 30) 
<E, p BBG. 
—Mt, Rela E|X* GT) pel En 
WHE FDO, StanT +t, OSALT), He 
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K= sup, Ei X* |". 


tr 人 O11 = 


i3]m3.8, EEL TEN 
B|X* W= 1 PX, nT, ayy EIX G|? 
-| POX, nT dy) y PEIX “ay? 


<KE|X* nD PLEX e ( En = ttt } 


Roll =K |X| 
WARR. J oe 
二 、 主 要 结果 


由 引 理 3.9 与 S.10， 立 即 有 下 面 的 定理 。 

定理 3.11i 加 果 常 系数 线性 系统 (8. 鸡 ) 是 随机 渐 近 区 
定 的 ,出 对 于 所 有 充分 小 的 pO, EAM 稳定 的 。 

对 于 9 不 稳定 性 ， 有 类 似 的 定理 ， 

定理 83. 区 ”如 果 常 系数 线性 系统 人 .2 的 的 解 ， 满 足下 
MM et: 

PIXE I, Bier mM)=1, 对 于 X=, 


列 此 系统 对 于 所 有 充分 小 的 g>0, 它 是 指数 g 不 稳定 的 。 
定理 8. 基 和 8.12， 对 于 时 变 系 数 的 随机 线性 系统 不 成 

x. lin, meme. Z = - (t+ TD)z 是 渐 近 稳定 但 非 指 

BEEE. RI, WERPEN, WA LEN IEM 

的 引 理 3.8 M810, PIMA MSA, (ee maT Be 

有 关 稳 定性 与 不 称 定 性 的 新 的 定义 ， 然 后 研究 满足 这 些 定义 
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的 系统 的 性 质 ， 这 就 是 我 们 下 节 的 内 容 。 


83.5 大 范围 随机 一 至 稳定 性 


设 
dX) = RO Ydt+o (Xi), DW) 
Xs) =X, ass. (3.33) 
、 定 灾 与 引 理 


SEM 3.1 系统 (3.33) 的 平凡 解 是 称 为 大 范围 关于 - 
(O0) 随机 一 致 稳定 的 ， 如 果 它 是 随机 一 臻 笋 定 的 。 此 外 ， 
对 性 一 下 ED, e>0 aA 2 


sup P{sup| Xt (us) | 六 时 一 >。 
apd o> 十 了 了 一 中 (3.34). 


CEI CLO AC3 MRR. MRA 3.33) 是 大 范围 随机 一 RS 
Hh, WEARER 28S PARE, SRL, RATER: 
等 共事 件 : 
in sup rm) i >e} = {lim sup X**(t)>e}, 


nel y 


th 0 3,349 有 
P (lim sup | Z" (t) | >e} =lim PE sup | | ZX: | ee} 一 0 





AcE, ATE 
PE lim XX) =0} 一 1 对 任意 oO, XE Fs, 


(2) KH (3.33) 的 解 (f=8 基 大 范围 随机 一 致 稳定 的 一 个 充分 条 件 : 
为 它 居 一 至 随机 稳定 的 ， 此 外 ， 对 任 一 了 eB: e> 有 


sup P{ | X(tT) | >e} ——0. (3,38). 
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事实 上 ， A 
Pt woe | ae Cu | Se} =f 


a lela 


xP {sup J Xt): I eT 


apart 


+f IP le; Rost Tan) 
Iylewd 


<= sup P {sup | ED | Se} 
站 | <a 


AP{ XG+, . 
MARE. WER MEMM ITE Ee A, Rh 
《 3.35 ) ， 可 选取 一 个 造 当 的 TO PEE, 

区:= 关 范围 随 税 一 致 芒 定 性 的 其 衬 完 分 条 爷 ， QE PRS. 

引 理 3.13 方程 (3.39) 的 解 世 (= 是 大 we mx F 
HOD pR — BEARER EO E E A EE 
i, TEASE ORE s A, HER O) RE 
e>O0, PRLE Le, FARR FE eR 

sop Piri — 8>7} Zee = (8.836) 
SE OX UW LG) ATRI] =e MEN, 

Chev) ek, ATeno, BU Ot TETI RENIE 

sym UDG, RIRI 


第 











2 sup} YC [> yg 

‘weet 

U frites’, oop AO eh, . 
Hor Ta 


Mok, AONB RHEE 
PY sup |X Gd |De <P GY 2) 


+ f “pee Edr, X iri“) Edy) oP isup] X vi Ca) | i“ se} 
~ m Th 
<v Fas py À 
SPIRET) + sup P{ spl zene 1 > 
ve ajdi 4 


Ta i i- - Bite HAR {xX xen} xT 
a Af S54 AG PO PLE T 






r 


L 
pi! 
rl 


MEU SBE, AULT ODO HE HER 
小 ， 出 于 82>0 是 任意 的 昌 sO, XECE, WME, KOE 
18.33) Hy X OSO LAB O0 随机 一 BBE 





GO ERRE C3, 36 ) REGU DAA RERU Seih, 
Fi ER PCRs CS 


inf VEX, per a Bon. l 
X PRJ ; | (3.37) 
sup UX, HPO j 
ELA gebh oe. : Tat : 
LYI mis ç E>) oe _ (3.38) 








7 FEC 3.389 HERD ABBE (I) mi FOR 
PEST SPOR PEE CoE 2.23 (LEH BO) = keds Shit ) E 


“a 





Wy, 8(ta3 SBS) + PF CXS, 
全 res, 8} 
= Dp i Ps CBL. 3R D 


alu lel 


FU, 








Aart 
Pi git ost > ( FP Veber tea DEER O) 
i > 
= 
s Vix) — 0) 
ET Te ot 
range Uy cet “ot 
BD MOET 2.21 EE 





$3.14 E G3 % 
t{ OE pith [a RE ety AN SR tF- TEE 个 BA: fee 
ase me (X, 4 Ec? (E), ERRI AYR 






RAV EE 2. BON AEA sup (CX OEE KT 
X 的 有 界 区 域内 是 有 界 的 。 


现在 我 们 对 时 变 线性 系统 来 建立 类 似 于 引 理 3.8 和 定理 
3. 霸 的 结果 。 考 虑 系统 ， 2 


aX (t) =BOXwa+ Ee OX dW, G). (3.39). 


引 理 3.15- -如 果 系统 (8. 39) 荐 随机 一 玛 稳定 的 ， 则 对 
于 充分 小 的 pCO), EE p BEKR, WAGE + a>0, 
EHET BPA k=1,2,8, 0°, 有 - 


sup P{sup {XD | oy i (3.40). 


E + 
er GIN tack Ok 


ARE (3.40) ADE, BRT BFAD BAL — Bee PER 
{0.3 )3B8. 87h AS PAL Ee Eb, EE see RT Sk CB. 26) 的 : 
YEH, A (3.26) S49 3) 8.8 一样， 由 (3. 各) 我 们 导 得 引 
理 的 第 一 个 结论 。 


Z2, ERR 


美和 似 于 定理 SD, AFH ee. 
定理 3.16 系统 (8.839) 的 平凡 解 是 大 范围 关于 (C0) 
随机 一 至 稳定 欧 ， 则 对 于 充分 小 的 正 p， 它 是 指数 Pp 稳定 - 
i. 
证明】 ”类似 于 引 理 3.40 的 证 明 ， 只 要 验证 ， 存在 
一 个 下 >0， 策 得 对 于 所 有 正 poo, A 
BD, FLA +2) et (4.41) 


即 可 。 事 党 上 ， 定 理 的 绪论 可 由 (3.30) 推 出 引 理 3.10 的 H 
PAK, WO ADE. 
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RÉ, MINE. 27) EE PTT, EE >, 
m>0, p>0, BW 


BV XA*(st+ P)] “< EL sup jÆ * |°] 
>8+T 
+ ra . : 
= = arer py BUD =< sup | Xr) | < 2te} 
FE: . i E T 
= SI Ker DS aes < ee bea pee = har Ms 
a Pt } +2 Pi r+ 局 ， Pi } 


<2"p{U [ Fre sup |E) ] <2" ]} 
+ PeP { sup |X] € Uae, 27} 
tees ko 
+S er P(2 6-08 ee sup [T(t) | <I} 
Reni teeter 
< 2- 4 Bee P {sup | Xt) | 32-°} 
feat 


十 = hae Pisup [Ey | > Bath my 
te G 


K=nel 
TATE, UBM SFE 3.15 中 的 w， 甘 利用 (3.40)， 则 有 
E| X**(s+T) | "< + 2 P{ sup (EH | 2-9} 


+2 > far ， 


kenit 


现 选 取 p <4, RIL nk, w 


9 > klar 1} <i a- o- any, ; 


ksayi 


最 后 出 大 范围 随机 一 一 怪物 定 性 定义 (3.84)， 可 选取 尼 够 大 的 
， 和 值得 : 
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Tari sup PE sep Pz Oireet a 一 全- “ny 


Ga. zi 


KET, 
‘sip Bl%tse T Ei 
o a! > he a 
HEM S.A ARES. 28) AE A EO BH t ROK R 
ER LIBS RX oO, ASO, aE a 


Bet Se P, x DE ZA :0 


oe HHL a. 18, 我 们 月 下 出 类似 的 相交 定性 EH, 
EE. 17 “如果 线性 系统 (3589) 在 定义 人 .2 的 意义 下 
Aa hi HL TEE, WT FE TERY gs 些 系统 是 指 
Seg RSE 0 ys 





83.6 常 系数 随机 线性 系统 
的 渐 近 稳定 性 一 
ABESE RE SE ULAR IB 
AXO = BK Wats Sox (aw, ‘wo (3.425 
的 源 近 稳定 性 条 件 。 这 里 正 = (8), 0, = (of) 均 为 常数 矩阵 。 
为 了 了 导 册 关于 系统 8.42 的 渐 近 稳定 性 的 充 归 条 k ff, 我 
有 需要 引进 下 面 的 概念 ， | 
JEM 3.3 EF plX,t, AWS Markovi XO HH 
PSO, X CH, ACE, Wt— Bordi), WET E 
相 空 间 如 上 的 一 个 概率 测度 多 ， 使 对 任 一 时 刻 #0, A 


P(A) =f P(X, t, A) P (AX) 3E —Borel BAC Ep (8.43) 
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WE SF WRU EOE EE. 


CAERE ARMA Pi, IARE 2b E ET 
At oso: SOR IMR. f fie ACRE AC paea. 
ROSS, ST 


k t 
Aak j= y in of or Thmy 
mE TT a 
A(X) = (ay (X9) ro 
Fa By “Bx oh 4 有 人 
_ . at a) aan’ BET! ex” 
SE yp pp ya DB rok FR 8 v> 
' EAG S ADS paal oe 
SE Lab ade Oe er, P a a cal Bend. eii a 1 ` 


SAFI, BE AD MBER, 


—. ape 


yy Ma, REEE AORE mt KX 
下 是 非 退 化 的 +， PUREE TER m, (i ME — oe BE 


FAD ya) = REX, >ml Xl ‘lel, (8.44) 





Bh aie a p: | “ 
_ ye 
Ss p= Inj X4, 


于 是 过 程 Ato) A000 AED EERE Sie {Xa = 1) 
-上 的 一 个 时 齐 马 氏 过 程 。 为 了 验证 这 一 fils RERNA Ito 4 公 
REAO, MAA MR OS 


un 让 ty 二 Ei HC OEY re Sete i 


a Biho E opt if 
+ >: $° oy Oi LEH, eee 





RAT 


k ft poet 1 
+3 Bet a TR) aw. 


t 
= [Soda -At 35 >> aP lAn- |at 
j= r=l A l 


+È Biol Ad - AAW, 0). 


显然 dt 与 aww 的 系数 只 依赖 于 A Wre AD, TWA E 
舍 时 间 变 数 + 
46 (8.44) PET US AG) ESÈ iH, EPEAT 个 Ta 
稳 分 布 ( M Hasminskiit*? 的 定理 4. 4.1) ib (key 证 为 此 
FE FESR AE, A WE ASE A) . 
HE, ike@=in|X@O!), FA loan, F 
dot) = Le) + Be Aw, AWW, 


=[ (BAG), At) + tray) 
~ (ACAG)) AG), ACE) dae 
+ eA, AIW, G) . (3.45) 


Hi (3.45) Sil, BRK OC) 的 增 量 是 过 程 AG 和 Wiener 这 
HW, O HAEA 2 


anf Qawana. 


Ay WEAR RIB a BRAG. 42) 性 的 条 tF, 
3 ST A 

引 理 3.18 H oto) 是 一 个 使 得 Bot, wo) <i >O 
为 一 常数 ) 的 函数 ， 册 随机 积分 
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f g (sya) dW (8) . 


tH AL 
pl ood OO as MT room, 
[EH] + . . 
= faye 1 7 i 
Arm 一 {orsup 六 | f ,DAW I>, } 
Aim) 一 D Ann 
:出 于 


B= {lim sup | f o w) dW O S0 U (1 Aams 
T = 站 =l nel 
而 Anm Dati, m3 Awen DAM, 我 们 得 到 


P(B) = POJ Amy (BAM 4) 


= P { limA™ ) = limP( AC) 


= limP (fì Anm) CB Anm 4 关于 n) 
=lim limP(A,») 全 


如 果 对 任 一 m>0， 我 们 能 正骨 Lim Plana) = 0, 则 此 引 理 得 
证 . 
因 为 过 程 | o (8, @) dW Cs) APR sfo 《sy 0) dW {s} 
NF BR, MOR POR Se EM IT ) 推 得 
P{ sup ， if ‘ot, wal (Te) . - 
<4 wll do)dW (D1 (h Schwarz KB) 
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SHE S DW 0272( 由 随机 积分 的 性 硕 》 


7+t 
= 二 LE J UD (由 设 Eott o) <i 
Ee 20n 


` 


- a . 1 
ge Den FEA | 


Sup i FIL o C, OY EW (E) | e 


4 
os 2reaTu2rtl 





<P{ sup 下 T GoW (| eS i 2 


zsa afli 


及 而 得 


PC Aap, << BPE sup 


wesc, Blew sepa ey > A 
raTa 


< kn 2. pen, 


FR Ef oo 时 ， 有 P (Aam) 一 0， PET H, i 
定理 8.19 ”假设 条 件 (8.44D 满 足 , Heco, WRAC.4AD 
的 解 X G) =0 是 二 乎 必然 浙 近 稳定 的 ， 好生 地 -0， 则 对 于 
X40 4 a 
ou PUR) [oop at. (8.46). 
Cub] 出 (83.45)》 我 们 有 
Ty — pc) - . 
pk pe aly Qua) dt | | | | 
+15 Iy (AW, AG) AW (i), (BAT 
18, Æ 


hij fy [ga a. 
AK oA A ah, OY 40, aos. 
1 rom 
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HH JEA AY ae tC, Reacher more i) 证 Zl 45.1). 
有 my 
Pha | QA at) | QOPA, 
. 0 Teo I Sy 
na 
lim a aa, wss (3.48> 


T= 


a Gk ERW Rae | 


` 


定理 3.20 . 假设 条 件 (3.44) WE, He=0, 则 系统 
(3.42) FOR X (=O 是 EEDI EREET 在 (8.46) 音义 
FS EE ABE Te 
CEI giti X(=0 是 随机 渐 和 这 稳定 的 ， m AD se 
Wgl a, 于 于 充分 小 的 pO, 它 是 指数 pte 的 ， 从 
Ti (3.45) % Jensen 不 等 式 得 
EIXE |? = La 到 expfpE| QA ds 
PA, A a 
《由 Jensen 不 等 式 ， Beep) exp lk} > 
> |X; ) xpp] ERAGE). 
Shit, Hie pei, WA 
E|x* (iP) PAI Xol PETET 


从 而 得 | 

exptp| EQ(A(s) ds} Aen, 

此 不 等 式 意味 车 ， ，- 7 
lim 二 | BUAIL.. 


ive 


AX Lo = 0 FR BUTE MX nO RAL 条 
性 (3.46)。 U 


=. Rik 


前 面 我 们 已 研究 了 系统 (3.42) 新 近 稳 定性 的 条 件 ， 但 这 
BAA ALTE 非 退 化 条 件 (3， 44) 下 给 出 的 , 试 阿 ,如果 扩散 矩 
Me URE MRR TL BA EEE LAP IESE E, . 
Ni A TA EW A PE A ASE? 

首先 我 们 注意 到 在 前 面 的 所 有 证 明 中 ， 条 件 (8. 和 4) 是 本 
TR MURA S, PERO ADH— PARED HAG) 
在 球面 X| =i Ate. BER HR pmo, WR 
PEPR RAPA Gy) =A, HS RER: l 

a A* X 
ACE) = pr Cho = TZT . 
Weil, SRM A ARPA A Rom am A, E 
ML, ANAM T AR 4 的 平稳 初始 分 布 。 

CE (1) 一 个 非 空 入 4E 4 PRE RORRDTEM, a P(X， 
$ a)=1, 对 于 Xe Aste, 

g Be a RAHM HAREM A » SUM P(X, t, BO, 
对 于 所 有 XER,, 

C2) 假设 整个 祖 空 间 ESTAR EPROPS ATER AB Apap 
本 质 状态 集合 BEAU A, 3, GR 4 MAE AO Ww TRS 
MRES A, LEER RE A (ED, RP 
HE XH LUCE RTABSS PSR HEAR RP 
身 支 ， 另 外 ,前 面 的 强大 数 律 对 每 分 支 ARR, ARE oe, 即 可 。 

(3) KBR 4 BETHAN, MUREA ARERR. ME, WFE 
ME Sh 1 ERM kake, WBE AE) = D hA E AFAR, B 


>J. (I Hasninskiicg) pit} ， 
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BUDE SSE ARERR PRET 8 18 SE 3.19 
Hi 证 AY, 我 们 有 . 


Lim | 过- 人- = aa J, QA usdr), umli}, 
, X. 
其 中 A = jx: 


根据 定理 3.19 和 3. 20 的 证 明 ， 易 见 对 于 系统 (3. 42) 是 
渐 近 稳定 的 一 个 必要 条 件 是 对 于 其 所 有 凯 廊 分 支 4， 都 有 
"A 0 (3.49) 
一 个 充分 条 件 基 对 于 所 有 x EB, LEBRE 


lim mixo [X*@ lo, 


Sk iit TE 0 By ENE (2) 中 所 还， 过 得 ADR HEAS E PA 
分 支 : 例如 ， 对 于 稳定 性 系统 ， 


的 过 程 4(D) 的 饥 历 分 支 是 图 周 w*+ 纺 =1 上 的 所 有 点 。 于 是 
省 然 想到 ,上 面 的 条 件 CAD 似乎 包含 了 无 穷 多 个 条 件 ,但 于 
MRF RRB, THAD SS Rael tea 
As BEXTRA a fA, ALR oa BERERA AR E 
BOE. AeH ie REE A SR, EP 
通常 用 来 研究 Jlanyros AF EAE AS HE NE k LS 论 3c RCT], 
p-328). 
引 理 3.81 i £G) =l, 2) AE, HAA, W 得 
Hm sup = PA = < 
lim sup; i nw Xt) HeX) | <max (aya) 


i 
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“Ne 为 了 确定 起 见 ， 假设 G02 HHE 
lim Sup- Lin X10) | =a<0oo, fiist ye>o, IT 0, 


使 当 content, RELO Zenta, peA 
| ary (H +a, X, (bp (lo [ernest Be | glares} git ene 
Mimi Cece a 
> Hine up $ hilt 4,6) #2, XO Lan f: | 
PAL Ao RRS, MFE Peer baie R 
EAER 42) 的 稳定 性 。 . E 
3 3.22 BERAIR H piji CR ERIE mE hay Azs 
tits Ary (gt i A oi 
im sup [ecoaaca ack: ze: ae 
~ Te (3.80) 
El RAG 4.2) 是 儿 平 必然 渐 近 稳定 的 。 
【还 级] HG. 47)» 引 理 8. 18 we: 50) He 
lim sojino <o . i=l; 2, +t i 


因此 


lim supt | la ira p Ox ze fan) 


. = lim u sup in] Saa Il “apes. 21 ) 
LO, as. 7 eet 
推论 3.238 NE AGRA PRUE 4;， 其 对 应 
FKAM af QOLAR E BX BIZ 为 分 支 A. 的 平 
ES Ap tie e. Ta’ eous a oe È, 
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Bh oh, BY aa <7 a, MO a : 系统 (3. 42) ALE 
必然 着 近 稳 定 的 一 个 充分 条 件 。 


[EH] OJE Ais Aas tta Ay 为 过 程 At) FRY id HF 4} $, 不 

Je — ARP, (UE OP A @, AL Gy, oes Can, 
Eka Cb d= 1,2, rey, bie tE 4 

Hmp e “(dt = ais 2.3. | 
WUT TY BE Ai Aes tte, Ag bE VE AY. SE. RAR, I 
有 六 = Berry SPIED Ie, 根据 线性 系统 解 的 性 质 有 

. 7 Xx (= SOX) voce 

. fi 

BEJI SE Re. 


a = lira}. QU W= Jim? inp Xn) | - 


slim} | in S.C | CHAYLEE 3,21) 


SMAA (Gs Aig ty Gee De timis 


这 是 一 个 矛盾 因此 Ao M 是 线性 独立 的 ， 又 因 空 间 是 
M, EEEN Hin S22, WIRE, i 
4103.22 WB Aee 
推论 3.24 姑 果 过 程 A(D 有 TESE TRE 


BA £60) RAR 中 在 全 一 RAY Te abt &=0-b, 
WR ADAT SARE RTENS— TATA 
a=, OO) Edn LO 
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三 、 相 空间 为 B; 的 情形 


现在 我 们 详细 旺 来 考察 3=2 的 情形 。 对 前 述 单位 癌 轧 
上 的 了 马 氏 过 程 ， 


x0) T Cb) æ CÉ) . , 

95 =i |= Dy. 

AD = T= (pea? Tray) Db) 
PER: 


a 





2i (E) = cosp (4), Aa Ct) = Sing (i). 


ACP) = (cose, sinp), 


x) = =F) (sing, ~ cosy), 


于 是 ， 如 同 前 面 记述、 由 系统 COME ABA E 的 这 
Tpk- PRR, WAAR: 
dg tt) = Pip G) dt + (el) dW, (3.51) 


~ ~ kK z Pa 
这 里 P = AAP APA ). = EAP), A fe) 7» 


Pig) = — (BAU s R) + CAA CPA (gs x (p>. 
Ue AW () de TAA THEY tg BW = = th) Wiener 
FE, 故 由 (3.51) 知 ， 2( 信 为 单位 图 周 上 的 一 个 ( 一 维 ) 扩 艇 过 
E. 下 面 我 们 就 来 研究 此 E 一 维 ) 扩散 过 程 在 单位 圆周 上 的 
运动 情况 。- 

1. aE 
.我 们 首先 很 设 o 
i Pi, O<p<2r), * ~ 5D 

此 条 人 忻 相 当 于 前 祝 的 非 授 化 条 件 {3， 449, RERA A A 
过 程 p(t 丰 有 唯一 的 平稳 分 布 且 是 绝对 连续 的 ， ae H H y E 
wtp) 满足 向 前 的 Fokker-Planck-Koamoropon 方程 、 另 外 
又 因 它 是 平稳 的 ， 故 省 € 
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z aig TOD 0 (3.63) 


2 dp 
方程 (<3.53) 有 唯一 的 一 个 满足 规范 化 条 人 忻 
1 wgyap=1 . (3.54; 
名 周期 性 条 件 | 
HO) = u(r) (8.55) 


的 解 。 易 见 此 解 是 给 定 为 ， 
ne = kris VOM — Lp W Ddu LW Cp) Wr Cp) 1-! , 
i W (s)ds 
o a (3.56) 


* bipydy } 


这 里 W @) = exp{ -2f Wy) 





部 且 常 数 天 是 出 规范 化 条 件 (3.54) 殉 定 的 。 
利用 定理 8.19 和 3.20 于 情形 1=2， 我 们 得 到 
[Qo epdp (3.57) 
是 一 个 用 积分 类 示 的 几乎 必然 渐 近 稳定 竹 的 充分 必要 条 件 。 
2. BLN 
SHAE E NALA A.B), Rik WHE. PH 
PG) = or pr (P) 


JE ag) = (osp sing), A (p) = (simp, — comp), 
BBE T Bie PERS lo ==0) 的 平凡 情形 外 ， 还 存在 两 种 可 磷 
THe: a 
(1) sing =0,  cosp=0; 
12) Wp) =O TRF taper ctgp 的 一 个 本 阶 方程 
由 于 Pioi, WEAN A E, JE Tt 


i77 


区 闻 Op AAS THR. BMY tom (ak 中 86) W 期 
th, IHARA MA n A, IERE, TERA tet) 
至 多 有 MANAA, Wetton, 

由 一 扒 扩 散 过 程 可 以 知道 ep) = 0, ER pi Br RA 
K WPA p RA ERR. SATS AS. 

CO (trap point), 在 这 种 点 多 有 Pp =9 btp) 
=0, KERETE TRA CERRAR Ae a). 

DMA, RPE VOY =0, Ol) #0, it 
Ph 3 eg Pa AP Ba o 

OF BC) >0, 则 po FATRA Ae. 


E pTO ENARE SURI Z M 


eb. 
GDP po) <0; 则 pa ‘ow Rega ze 的 Bs 此 时 ng 


= Bq) <0( 济 成 少 方向 即 沿 其 时 针 方 向 运动 ). 

现在 让 我 们 来 仔细 讨论 这 些 可 能 性 . 

o (DiEP he OF et ip opi a) Sb Pp) =O 
iy ee 
OF sign {pp = sign Blips), 此 时 pt ED a ay 
一 方向 不 断 转 动 ， 熙 此 时 过 程 @ COE A, 

(ii) # sign Pip) = -sigen ip.) AEN ob Wp it 
顺 时 针 方 向 转 ， BB+ RIE BEA Te He HARA ROD | 
AA MADE. - ie 

(RHE, VAC) =0, 在 区 间 LO, 2r) He SU REE 
Ag, bar, MEHE A RY RE Cy YO, : 

(3) SA — Ray Op, =O, HM ps 为 套 点 ， mE 过 
SCTE p= Oy A p= peta ATR. 
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E Tan 


PAR RB 


ax, (= axdi + ad, ti}. ” 


en KE) = bwt t T od. >. . (3.58) 
Jij 
Wilp} = K + of cosy sinp, 
Pp = sing cosp lg {cos — oisin® 一 at b, 
TE Og AT y0, 1,2,9 SAF oy W t 点 ， ip 


2^ 


Bi 的 RAN A ea RA A 
PEG ay A, ILA RR CO 88) 8 BE HL EA Sp th BE fF 
TEER i SPREE ey PSHE kae, H 
oz, ae tr HAR . 

SESS aE A REEN FRR 


„AE E: 


zago egy, TF, RERI TREGE 的 i EHA 
H. E= be OD ABEL“ yy ae 的 AD Ae 
PED. EE th Lebowitz BEES TAAL tee 
RG SSO aa eRe, Pie Riga E E 出 e 
Fe FE ZEE RHE Eik iE AT, PP RE, 
FP AKAP Bessel ARRANA R BERA. - 

1. Bessel i4 A taik ii EA 

(1). Bessel a Ressel WAM. - 








ge ee t fas : . 
AAN a 2. tariy (3.59) 


17% 


WE, EPAR: 在 应 用 中 可 取 实 值 或 BR, Been — 
般 也 为 复数 。 . 

Bessel 孙 数 也 称 为 柱 通 数 ， 是 出 微 分 方程 所 引进 的 一 
FREIRE, RA RAA ARA RAE e PP A SE 
X. EPEE aes HSE 2",sinz,e*— fF, HHH 
BE as BR 

(2) 4¢38, Bessel 函数 可 分 为 第 一 类 Bessel weak (或 有 
有 阶 Bessel 函 数 )， 第 二 类 Bessel 函数 (或 Neumann HRO, 
第 三 类 Bessel Wa E Hankel BR). 

(8) Bessel 数 的 积分 表示 。 

Bessel 函数 的 下 列 积分 表示 式 : 

EAG = f etoos n649， n Wye (3.60) 
(ES PBR a, TEEN 用 中 ,对 于 变数 z 的 arg* 
(0) REE, 例如 取 ; arg =, 亦 即 2 R OIE HY 


HREN, THR, ERR RIS. BEE: 
Roo, pi FAW xe ik BY nr Bessel 函数 的 积分 RACE 或 
纯 虚 变数 的 Bessel PET 分 表示 ) : 2 


I, = oxp(~ iat /2)I (ie) = Dp o-oo nbag . . (3.61) 


(A) T (or) HF EE AS. 

对 于 ”为 大 于 或 等 于 零 的 实 值 , 当 rco at, RET (x) 
PA oe BIG RK. 

2. Fi 

现在 我 们 考虑 E: PRR: i 

de, = bmt + o md (fy + Pd Ws ay, 


' (8.62> 
dæ, lE) = baradi + o (md Wi 0) + rt WH ). 
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AEW GKY Stratonovic 随机 微分 ， 
此 过 程 的 徽 算 子 ， 显 然 是 


a a a 
L= grt% + go + (bt erg ax, 


oe = tol 
+S atta Ge tae). (Ui BS 2 BE HY (2.76) XD 
Blah AAR .50 及 OUAR, A 
ue) = ee bi = bia boos ‘wh, 
QA Cp) = s + b coste + d,sin?g, 


利用 定 再 3.19 和 3.20 ， 可 得 到 条 必 


a= fi Zi + boost — basin? p) 





2, 2 cos ‘ppdp<0 (8.63) 


x expt 


是 系统 (3.62) WH HBT DT GBR 

fl) FA Si ie eH Bessol 函数 Ta) 的 积分 天 示 (3.61)， 
可 将 条 件 (3.68) 化 为 等 价 的 男 一 种 形式 .事实 上 ， 如 令 
H=b,-b) fo", (3.61), (3.63) DATs, 


eer, 
- hy 《 nner ae ry @.64) 


它 等 价 于 (3.63)。 
(ly poo fit, AA 了 to) 的 洪 近 性 态 表 明 上 而 的 不 等 式 
是 正确 的 ， 只 要 bh<9 且 其 绝对 充分 大 ， 泪 是 /0*<3/8 
其 可。 
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FERNET, MF ODO MMMM HCO, F 
PCA . are wa 

a, bn, Aes i bam, (8.65) 
GE MS BORER WTA” W ERR AER ay ae 
SNE ERR, ARON EE BB eR eee 


人 为 典 则 形式 (3.65) HAEERARE EM, WEE, 4 
TEER AB E Ml AE A ESE E., o 


*§3.7 a BP aR 竹 全 分 方程 的 稳定 性 


F ff GS iH, WR 
YP + By + oe + Bay 0, - (8.66) 
HU y=0 RE, BRŽ Routh-Hurwitz HF 


-ao 全 -全 | bos 
. ， ey by Os use Qo! 
bi Be Set 71 bhh | a 
As= 1 by & Âp, | Bu} O hi Bi OF >0 - 


8 


70 by be | ， I . . 
, l '0 OO n by! | 
ia | (3.67) 
谢 足 ( 见 秦 元 勤 等 [9J). 
”本 节 的 目的 就 是 机 导出 系统 : 


yD Vy PO 4. + Bn + fig Dy = ô 


43 Routh-Hurwi eC. epee Te 这 里 网 
nlp G= 1,2, ++.) Gaus. ASA, 1 ROR, Me 
Ena) hy () = 人 一 时。 
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正如 83.1 中 所 指出 的 ， 以 独立 的 自 虞 声 过 程 来 闪 代 过 各 
WE sD ESI Wes 
2, =y¥(h, tery Dy (= y 9 (t), 
IERE n BY 2 CL RAL SER EO TF RS Ite 随机 系统 : 
‘da, {#) = t lidt, a . 
do, (¢) = aa dt, +, da, @) ema, \ (3.68) 


do, Cf) == > fai (a) -È tns aw; (E) . \ 
BRAR XO WA ETO | o 


+ E D ate, Pai ‘Baik? 
RR a.) = (oon, 


二 ， 均 方 渐 近 稳定 性 条 人 媳 的 讨论 

利用 88.2 与 $3.8 的 方法 ， 我 们 可 以 决定 系统 (8.68) Ee 
WA BAO RRS, RMS BH Aa eT 
nè 除 行 列 式 的 确定 ， 氏 而 是 相当 麻烦 的 ， 因 此 我 们 将 采用 
其 仍 广 法 ， 这 种 方法 对 我 们 冶 击 前 条 件 私 税 仿 n+l 个 行列 式 
的 计算 ， 著 且 这 些 行 询 式 的 最 关 阶 数 为 n。 另 外 我 们 还 将 看 
到 这 些 行列 式 的 前 m 个 行列 式 是 三 (8. 的 ) 中 的 行列 式 和 同 
的 ， 亲 最 后 一 个 是 以 一 个 向 其 来 赫 红 4, 中 的 第 一 行 ， 此 向 
HAS 4p BE RA MOA a 计算 得 到 的 。 

下 划 我 们 看 $3.2 的 注 人 中 所 看 独 的 ,对 于 系统 (3.63) 是 
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均 方 浙 近 稳定 的 一 个 必要 条 件 是 “ 非 随机 ”系统 


= Try Bas = Gens 
dt, _ _ sy. . 
ao Whee (3.69) 


Boi BER RM Routh-Hurwite 条 件 (8.67) 成 六。 我 
{AES ARE, OR EELA CO» wi 
LY = Pa - Židi g a Y (2.70) 
Big KA G.69 HR Sty 28 MOR SE — Tem HER ff je 
W(X). i 
Fe WH TK 
a(x) = l Sout 
oe a 
是 正定 的 。 于 是 有 OO 
a 3.25 FAHE(S.68) ELS ae ta eA. 
sA MEER PILE a 
| V OD È ders 和 
| nea, decd TD 
DEI | 假设 存在 一 个 工 次 YE) = Bdge SL. 
更 的 条 件 ， 则 直人 370? 和 全 7， 我 们 有 : 
rr T+ (XK) .OF = DaO, 


使 得 


Tz + eR: 
ie i i SR S tes an 68) es) WWE AR. FEZ 
MAAE 2 (3.68) EH AHT tt Bs, WR) BE dy Ge AS .5 jE 


n ARE AN 


184 


Vix) =$ pune; 
ro ro alx) a ar 
Las LF, BT Baz 
FHV XD =P, CEY f Grint DD. dan = Vani Wart Dt. Z 
为 了 得 到 所 需求 的 条 件 ， 我 们 必须 遂 过 系统 .68) 的 参 
WE bay ais KER Ai M BTI AE SCY ek A VCE) i FR dn 
曲 定 理 3.5 排 得 , FEY — TP A ETO fC) 可 
表 为 


= = (vin + 1)a(X), 





V(X) = [aX * aw. 


这 一 壬 式 使 得 我 们 有 可 能 通过 方程 (3,69) 的 基本 解 组 来 下 为 : 
出 包括 din RIV CX) AAA. HK, E Wl Bede’ baev" fr 
表明 的 ， 我 们 可 通过 LAR boag KR 东 它 们 ， WEES 根据 
Bede’ baev 344 | 


SE cs. 72 2 


这 里 的 A, deb AY Hurwitz frost 4, 的 第 工行 和 第 
(+ DNGRMATR, WH Mis FR, 


li -DSa prasau DN) = gD (8.73) 
4g aX) HE au 相 联 系 的 , 这 里 DO) 是 系统 (3 .68) 的 


行列 起 


A 1 0 vee 0 oO 

Ü 一 让 1 D J | 

BOA) = | 
0 Q -A 1 

~an —G@a1 Ter ot Gs ~ aA | 


的 第 nn 行 与 第 7 到 元 案 的 余子 式 ， 易 见 
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FOT a8 





amim I, ia. Fd) 


i = W 
Pg 一" 一 33 


ahipa 3.28 WIN BTD POTON, MR CDR A 
AE UR, MRC. OBJEM 2 BE PER HB wy 
APSO; Ae A AD A/D, 43.75) 

mO {RR | 


; U ase gD y | 

O LER E EO 
4 
er re O 
RAE 的 第 了 GRELH h Hurwitz FA R d. TA 
gp Or Day very nD) Fe T: EXC. 74) ae Aza.) i 
oS eG He 

| BERILAH., a GX) aero es 的 . 
All, HeRR: OBL, - SEBA EA 

dæ, = tadt, ody P Ealt: da- 1 = Gattis, 


dë 一 一 be lt. en. mard, @ + eDiets 
(8. 77) 


SBA Opvo Wa dy Py Wiener 进程 , HUE Mo E 
AE O O, MLO 是- 一个 小 参数 。 
Sip Wha HEA RB. TORR EE 


7 3 rye 





& be 


i 
a 









BD atA) = aC X) +e] MATE eno ERER» 
CE RSE G.TD Sg HEE BoE, MAA 

ASTE, AS ee h T 

4, 由 Ares, ， | (3.78) 


{ 7 . 

|: i 一 下 noar ¢—1)% 1 
ii by Ay 0 
d= 0 hy} G 


vies Routh Hurwitz 条 但 fit: eB. nik ,现行 列 趟 A, 法 
TES IX MGR : LV=- Xi TEREA POX) p Rent Hy 
ey diy = df/24, 这 一 事实 推 得 ， Tat 

ot CS.78) 

BB) BD ULE Saj, Wi ga 2 

: SETTRA ASHAJ s20 UB ey ye 
EERE AM, UIE B78) aoe ACB AS) ae ag ET). 

SEG (Uap SENS TO AE LEE 9g Spy 2-0, 

PP, ARN CTA Bear, ERR us, BE GTD 

ERLE REE HER 8.5, fe fe - PIE BOK a 

WC) =$ ws e BW ti 定 的 ， WERS EW = LW 


-eX \to,, WETE i sonal SSD, Bl MRR 
(3.68) 三 均 方 渐 近 臣 定 入。 开 是 ， 我 们 书证 明了 定理 8.36， 
TEJI Softee bay? May 浙 拓 稳定 Ay, SHAR 
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(3.75) 满 足 。 那里 的 行列 式 1.7 Awe, WA 4 的 第 I 
行 中 的 数 gh? r= 0,1, + sn D AARG 74) 通过 系数 ay HE 

EE AEC. 75) PAE ARLE ay, 那些 使 得 
利 过 + 了 为 偶数 的 元 素 oj 是 有 意义 的 。 例 如 ， 对 于 2 人 阶 和 8 
阶 系统 ， 其 均 方 浙 近 稳定 的 必要 与 充分 条 件 是 

n=2, b>0, B0, Biba bork a. 

n=8, B30, b0, bbb. 

2 (6,0, — Bs) bs >a, bobs + azab: + bs — Bays). 


DN FR ai J iy RB. 66) RE b EY ARE BE ee > 
Vn 是 独立 的 ， BLAH SFB ME 4 的 元 素 es=0, 对 于 tej, mM 行 
Ask A BE 的 形式 : 





Ci 一 daz r. ED eines Fan | 
| 4 bs . 0 o | 
A=| 0 5 + O 0 | 
| | 
0 0 ws. 0 天 
三 、 ME p BRR TE 


44. p<i2 tht, ARE(3.74), (8.75) 和 (8.76) HF RK 统 
(3.68) 的 渐 近 p 稳定 忻 均 为 充分 的 。 
现在 我 们 来 讨论 当 n>2 时， 系统 (3.68) 渐 近 岂 稳定 性 
Hat 我 但 首先 假设 二 次 型 是 正定 的 。 : 
当 p=2 时 ， 因 而 也 是 pol, Mi p 稳定 性 的 一 个 
要 条 伯 和 存在 “个 正定 次 型 ， 


Y 《本 }= Dae ety 


BEVEG., FW) = COT, Sia 
Lw = Py PIV LV + a(X) [ay + (p~ 2) 
x (avon "l= 2 P PPOO da= DV 


+ (P-2) Èa] E | (3.80) 
pel 





A ASST EAE A AEE DHEER (例如 Geifand 
有 有 | 

(DX, Y)? (DX, A) (BY, Y). 
通过 取 了 = (0,…,0,1) ,我 们 得 到 


a aren 


FLUE ASN, M8. 80) 我们 得 到 


P 


IWS A V2 aX) [ern lp- 1) -13 


ANAS dan Cp D>, bi ph ae 3. 4 推 得 ， FA 统 (3. 68) 4 是 Ai 
p BERLI 是 系统 (3. 68) 是 渐 近 了 BM (p> 2) 的 一 个 
FT KAA FARY: 
Ages «+3 Ay >is as eh. (3.54) 
Win AREE. 7 
READ PS RADR, X ar pe 
3 AEA AY LA 全 富 BAA RIRE AA TL AES 
Ms Atte, SLAPS HE p RETE G2 EA li Ari, 


EJ 
MARET DS wicket AAR Me CX e db ARI. 


HE LK 
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VREAMARR. | 
ak FED, (0.1) 


Ep CX, t) E E= E xE ERR MBE. BO,» 
=0 GED, WAZO. DET RA 3 xX=0, 

kih SEARBHA es 

和 - - 0.2) 
AL g COLEL XT, Bil OZE Ei =[0,0°),CLU,G14 U> 
G 的 连续 函数 类 tH gO 0 一 0 GED, BA RA FI 
w==0. 

如 果 已 知 辅 动 系 统 谷 .为 的 平凡 稻 其 有 某 种 稳定 性 态 
试问 在 0. 了 与 (90. 加 之 介 ， 应 具有 何 种 联系 ， 才能 使 系统 
C0.14) 的 平 岂 解 也 具有 了 同 w=0 一 样 的 稳定 性 态 呢 ? 关于 这 
一 问题 的 研究 在 确定 性 的 常 微分 方 午 稳定 性 副 沦 中 已 有 相当 

完满 的 结果 ( 见 Lakshmikantham 与 Lselar 二 站 7。 这 种 通 
过 在 (0. 了 与 (0. 久 之 间 建 立 的 荣 神 联系 EPRA 
AHH MRAM MOR RTT, UL BT A 
REEERE HERTE ( 或 称 为 比较 原理 ) 。 

本 篇 介绍 近 十 年 来 ， 比较 方法 在 随机 微分 条 绕 中 的 推广 
与 应 用 所 得 到 的 主要 结 洒 . 
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ea 


ş AL BREE THe RRE 


一 、 ARMORERS ERED, : 
“下 而 我 们 将 采用 Dini BRNS. 
| Duc = Ahn sup an G+ hy 一 #0 
Dut) = lim int A ret h) - — vt)], 
Da = noop FT Te 
D. uti = lim inf he t+ =u), 
Bu cel hes fa ae Dw e Diag) gee aa 
BBO? da, 24 De) =, Dutoit, AR Hac a 42). 
定理 和 .1… 候 设 | . 
“Ge ETR XE: BUAIN Gre 集 Hg € Ora. 


Gi) u, wt a) Hii ete) DOE, WO.) 
eG, AS Ts EC istog dn top)» Le 


Cit) UC) wh). , ture di) 
GVO ATT: EE Chop tat Ay A Sa, 
D rg UE D D wa) gard)... 4.2 
Mj 
v ow O BE Tha, frt @) - (4.3) 


ERINI Ma (4.3) Rae, WE 
Z= {it Elif t oAHwo<cva)} 


E, EX i =InfZ, He. 1) ERR? Shy HEH. ut 
FD = wh). cot A 
2 KOLWE A BD 


RU D4, MARINO, RNA 
Oth a4) ~ wot aye wh) 
er) Bh ooo”? 





MAT 
. : Dovey akewi a (4.6) 
BR eh 4.2), (4. OE ae 4. OF RO A: 

g(r ED gw) Abe a 


ath, 2 Rhee MB, OM Se BYRNES a | 
Cf HE, SAG Aw ， 
DA yt), DD. wot), D 


ENR 
. “FAY BEARER TAH, 但 容易 者 由 对 于 a 
BARBARA, 
让 辟 记 为 [fy 和 + 四 前 至 多 为 可 数 的 一 个 子 集 。 E 
3/M4,.2(7vemend). HH u ECT t,t. ta), E 1 a 
KAR DOO, HP ELhsth+o-S, DD 荐 荣 一 国定 的 
Dini 导数 。 则 eloge re) LAF t E, 
3184.3 iF v,weccCilt tetas, PTE BT ARE HD 
Dini SE, 47 roe 
» Ey CE) aay C4), wae jE Ltt 
pi] _ 
hyper (i) RTP EE Loyi tal. 
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DERI 定义 函数 ，， 
mawon Fw wids. . 
则 REA 
Dnt) = Dv (t) = wh) <0, FE TE, ty +a) 一 s. 
A Ag E 4.2, mH Ata ERT EIA, Be 
‘th, Dom) = Da) 7 wOHS0,t€ [tifta B 


GEI EAS, MARMA Lend 人 是 对 于 te (ty. feta) 一 
WALA D BAER Dine 等 数 时 ， 结 论 仍然 正确 


SERENE . 
: = Bete BY ,ut = ts. k (4.7) 
yes PDE BUY Ste: 加 (4.B) 
KH g €Cle, EN. 


PUT ERE C4. TNH Peano PEAR Ee He LTE 
RETR AE, TU RR AL MR OT bema G 
界 . ”| 

ELA Ct to ta) ADH RRR TO FF LE 的 区 
间 ， 目 这 Thy3 为 [和 ,页 +@ 的 任 一 紧 子 区 间 。 则 存在-- 
%>0， 使 得 对 于 OLLE HRAD MRR FE 在 
Fiat It, PEE ALE RE | 


E lim rū, sya r(t). 


此 引 弄 的 证 明 哮 去 ， Am eH Lakshmik antham 
与 Leelaltipl8. E 

定理 4.5 (EREM) 设 

Gg COTE, BA, Chh + 4.7) HAM rO T E 
的 最 大 区 间 . 

Gi)m COL Gast ta), BH Get), DEG TF 
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fertostot+ oa). 
GiDm Gint, BOP Be RI Dini 导数 有 


Dmgm() i, t€Lhséeta)-S, : (4.9 
出 
(Pr, EL tot oa), (4.10) 
DEH] WBE- RADA, RTF l 
Dmm), Est ELit ta). (4.1%) 


让 iczct+a 由 引 理 二.4， 对 于 充分 小 的 >0， (4.8) i 
HARM rf 二 存在 于 [fot] 上 ， 总 目 在 [hs*j 上 一 致电 有 


rn) = =, lim r (t, £}. . ~ $4.12) 


Wij H% (EGD e(d. 8), RIIE may yu ut 

r’ Choe) = gír CEE), t) tegir (tye), t},¢€ Leg, T]. 

BDmG@y<gim@),.tE [test +a). 
Mad heti, oy 
mM <r Gs © Ce Chr]. 
Tr Gd), Et tora. 5. 

- 注 ] ARIE.) ROA mea) >to REIT mpl) ok B 

(EBS. (eb) SO. DREAD. = 


二 ， 向 量 微分 不 等 式 写 比较 定理 
现 往 我 们 将 微分 TER ARA RERAN, 这 
Jaen oT LSE eK 12 ,4 
Abs p Biip ye Layee A. 
4 Ties q BL Hipi ` es By ktl,k+ 2s" 


DE 





fe] BR SE MEE: 
Cta ra = (Bj, * 9h) 2 fasrdyisl, 2,. - yt} 


ge (ty) = th. (4.18) 
这 里 g CCT, Hil, WAG e= Bex TQ PIF AUD 
$.. 


TARRE ROERE a gD RE ER E M tE 
定义 4.1( 函数 的 混合 拟 单调 性 ) 。 函 数 glu 人 ) 是 称 为 
其 有 汇合 拟 单调 性 质 的 ， 胡 某 不 面 的 条 件 成 立 : 

Cig. Ct, DÉ Tu EAER, j=l, 2; -pka fe ps W HAE 
Fug 是 非 增 的 . 

GD gelu h É Fn 是 非 增 的 > WERT tty 是 非 RE > 
J=ktl, kt 2, eyb jÆ. 

[ 注 2 SARE: . 

(1) 当 =1 和 一 0 时 ， Riko, 上 的 混合 拟 单调 性 质 分 别 对 应 于 攻 数 ， 
Cte, DAIR MERERIIK AA EROE. 

(2) U REE LANE OMG AER Sem ied, MERON, D 
称 为 其 有 混合 单调 性 质 、 

对 未 于 纯 量 微分 不 等 式 定理 4.1， 我 们 有 下 面 的 向 医生 
SPAS SH aA Fe 

定理 4.6 设 

Dg ECG, FI, 

Giv, w ECOL ta ta), Eijs DD WOD EG, 

te Ltests ta), 

Gig u D AAA AiR, 

GVV CW a Eas Vette) wel iy). (4.14) 
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AEH. xj F $a {tq sia + a} 有 不 等 式 ， 


Dv gv ,1). (4,15) 

Diva) > gq}, 8) - (4.16) 

Dwal) >g Ewi -0 AFD 

PADS Geo ot) 2. . (4,18) 

Hij : . . - 

2 上 ig a). (4,195 

[HEN] 定义 is . . 
«Mm, C4) -at 4 T FA 


wg CE) = gt) ~w ee 
iy PRCA CLD Ea. Ty cy 
GEET) 0, a=i, 2 (4.20) 
BEANE TD) GEM, WA. | 
Z= wu dret E Chest + a) wer KDO 


4223, kE i =infZ, H (t. 20) BE fts REUS Z EPIN, 
所 成 二 EZ， 风 此 至 少 不 在 一 个 aa 7 

mp = _ .. €4,28) 
PAA BE: ERA, a. 21) FAY, ANS TM; st; <0, 而 由 连 
TRA t, UFC PRS AA mO O, 这 与 二 的 定 
RPS, MCA. Qa, At l 


om, (4,) 220, ij. . (4.23) 
H 
Dmt, <0, oo, (4,23) 

mia lc jets, Tien 23), (4..15),(4.17), -A- 
“gw (tev, to. . (4.238) 


Seis, Sy Wie (4-2 和 (4.22) 及 定理 的 条 性 HD 的 
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GG OL Tu 的 混合 拟 单调 人 性， 我 们 有 
gv) 8) Sgr (t,t), (4.25) 
ABER (4.24) (4.25) RP 
WMR e+ Le jeck, 如 同 前 面 的 证 明 可 得 
gv G58) og tw) st). 
这 只 要 利用 (4,16), (4.18), (4.21), (4.22), (4.28) 和 函数 
JDRF eH RAR AN. Bit, RAZ A 
的 ， 从 而 证 明了 (4.19) 式 。 &f 
推论 &.7 THA. CHEE, DMD, H. 
Civ) ¥Cho) Cw Cn) ae AH EE gto t ON TER: 


BDvOM<¢#,0, Dw) >gw),f. 
Way 
vit)<Cwit),t€ Ltt +a). 


CE) 在 定理 惧 及 其 指 论 中 ， 我 们 可 利用 三 一 固定 的 Dini 导 数 D set 
DD_, 而 对 应 的 涉 等 式 仇 计 于 te [ibs fot =S Mae, - 结 褒 仍然 成 立 ， 
定义 4.9 ik GQ) DIRAU DAE tta) bY — 
Ari, HOMERS 4.7) EL to + a) EA 5 — OE (2) FA OR 
Ug) rE dt ET feta). (4.26) 
dig (4) ry (4) dat) ra Dt EL tt ad. (4.27) 
7420 HBE, MrO nada kK G- 小 的 解 ， 及 . 
Z, WHEE. FBO AED EDU-K. 
大 这 二 种 情形 ， 统 称 r( 为 (4.7) 的 最 小 最 大 解 : 特别 当 : 
五 = 时， 一 个 下 大 如一 了 小 解 化 为 一 个 最 赤 解 。 当天 = 个 时 ， 
一 个 天 太 吕 一 肪 水 解 化 为 一 个 最 小 解 。 类 慌 地， ht Ae 
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e=08t, —PS EDC be) RRS RES K EA. 


在 类 似 于 Peano 存在 定理 的 条 件 下 ，(4- 人 的 最 小 最 大 


Wee Fe FE GE A RE BUG 的 边界 。 


引 理 4.8 ikliet tro HADA ERG- OM‘ 


在 的 最 大 区 间 ， RICE dA Cios to t a) 的 任 一 紧 子 区 fal, 
则 存在 一 个 >0, 使 得 对 于 0<e<eo， 系 统 : 


tp = Ys (ust) + Esty (ho) = Uys +e. 
ua = Gg (tes t) — Es Ug ty) 5 Ug ™ 8- 


i 44.28) 


Ett ERI & KG- ey 小 解 + ts 8) F648 WE ATED tes ty Ex 
地 有 | 


lim r (tye) =r) . 


定理 4.9( 比较 定理 ) B 

G) g E CLG, EJ» 

GD g Cut, O PLA Err BAR E Mis 

GH Cias iato 4. DW BKC UNE rO FEM ie 


KREE, mO) EO [Eis tita), E] (mE); 1) EG, tfELt i 


+a), 
Civ) Mep Cin) Stinas Mtg (to) Yes l {4.29) 
HLE BHE Dini 导数 有 不 等 式 ; 
Drp CS gr Gn), } elt +a) -8 (4.30) 
Dr Ct) = dye (4), E > 

i} 
Mp CE) Sry EY y Ma CD) ro t E Chas do + @) (4.31) 


REMI wg, 4.3 知 ， 不 等 式 作 .30) 等 价 于 不 等 式 : 
Dim, (OS ge ln) 44) | iE [fo tat a) (4.82) 
Domal > gan @) st) hed 


189. 


Ute Gar @, Msp 48 MYC, rE, App oF 
A FRAP ORY elo, AtA, 2 的 k AaS hy Mis rit; 9, 
Bito tI LE Fihi 3 . ， 

l oo rays nriih 959” ydan 


pre 


由 定 三 4. E PARAR. CEOE 2 3 a Li 
Ma LF, És sma >rkis iE Lfeetle 


ELE RAS 4.83), MEE E. 5D. w 


[ 注 3 MAY, WETER (D), (4.30) SREL Lae 


C4515 EH: 
mp (t= pelt), malt) Salt), te Toto: a}, 


BEA 2904, FRANCE) A 5 
定理 4.9 的 下 面 推 论 ， 在 以 后 的 应 茹 吉明 十 介 重 要 的 。 
推论 4.16 假设 a Be yet 
Dg ELG, By]. we ice 
Gi) gC O3e-F w are p 
: Giinther a) hd, DIRAE? rot EERIK ie 
me! HA) ECLER, tp ta), E], (mEt) EG, ECT tad. - 
(iw) RHE — FAG Dini PRA DEI 


(4.34) 


(4.35) 


Dm <q KEA t Glas te Ha) — 8. 
er BY : . ak 
' - meta} Ktos (4,86). 
就 有 
i “AM AYRE GD iE Chon be +a), 。 , (4.37): 


cievke FERC d. 35 } 和 C4. 36 3 Ri 2 Ei 
m(ty> p(t)» te atoto. 


这 里 p 中 是 人 3.7) 的 最 小 解 . 


x 


$4.2 随机 微分 不 等 式 与 随机 比 REE 

EUo By PELE Jae o JRE Do 
of UZ, p) BYE Ehe ee 

ab, WEE BAM AREAL TS, MELER BERLE 
E. Agee Re A UR. 

AR tS BBE AO ee A, Se 
By FB ee h Taga OHR E a a 


EK OFX o). Kyo) =X ko) 。 (4.98) 


RR A NEU O SBS LB TRR K 
F EAR BERS BEL ft BYR IE NREM (Ron aR EE 
Hie iy Pi GIE), - | 


-. rT se 
BMA. FRE O ERRA UTI (4.35) FER TA 
J lists + alii, AUR TA ft 
GX) =X. 
GNC 以 概率 1 连续 . 
GX ORT MARL 
CG) DHE 2B 


ae 


1X z FÆ, t, o), MP ET, 


at 


Sf WE OZ, 0) XJ 上 的 HT BEL a, 
AR :要 A) DME EAR URE FO, LTE, 
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PEPIN. 88) 等 价 于 积分 方程 
X= Xw) + | F(X (8,0), s,@) ds. (4.89) 
定理 4.11(Caratheodory 存在 定理 ) RE | 
GDS INELE OZ, py XJ 上 的 Ei fA BAL, 


PE FX, bon HH—tET RFX a.s FR. 


IFEX h o| KE RN) COZ py XI, (4.40) 


(iii) X. CUZ, 0/90 为 一 正 数 。 
WU PAI (4.38), WARP O>0, 在 [6, 如 + 亲 上 化 少 有 一 个 
RE. KC) =X, Koast). 

由 于 该 定理 的 证 朋 元 长 ， 这 里 从 栈 了 。 有 兴趣 的 读者 可 
查阅 Ladde 与 Lakshmikanthamt?) 的 定理 2.2.1. 

该 定理 的 下 列 推论 ， 在 实际 中 是 十 分 有 用 的 ， 

PELL i DAA, 中 的 一 个 开 集 ， MAG=Dxd, 


让 Go 为 的 一 个 紧 子 集 。 Gi Pee Gb W Ea 


WAILEA, WEA fC, tw) 对 每 一 RE 有 8: 连续 H 
OLEG, Ete, 
| f(X, #0) SK tw), (H Eh Gs, 
则 存在 一 个 正 数 5， 使 得 如 果 (Xan bo) EC Gay (4.38) FE Clas to + 
kA MLE XG), HMPA CE Ltor tet 81, a.s. 
XG EG. E 
定理 4.138 RE EH) 假设 
Gi) f HE Me G LM EA BRL, MARU 
t, FX, ba KFX, acs. ER, 
GDBVSEG, ow ELtEeJ. WA 
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ee oe 


|\f(X,t,0/ SE (iyw) a-s. MIFCX,OEG- 
这 里 G, AGRE -RFR 

diik X 0) (4.38) FE Ct Be EA PL, 
ÜHA CimX G EG a.s, 

BO) He REJE a BE RG WE E a ah By A 
J. 

[EH] PAC LinX (E) » bp) EG, Hie ee 二 .4L 的 推 沦 
a, 4D b>-0, 在 [6,B+ 站 上 存在 一 个 过 上 am X G) ， 
bo) Wi XO. MY OE: 

X@), WF tE Logs bel. 
Y 
Mae. IEF tE tos ba + 61. 
WW YC) Ae Etos bo t CL EB, SER YG) =X. E E 
的 后 一 部 分 征明 ， 类 似 于 Lakshmikantham Lj Leelails 的 
SUE LS EH. 


二 、 随 机 微分 不 等 式 

现在 我 们 将 姑 . 上 的 结 昌 推 广 到 和 糊 机 情形 。 英 似 二 84.1， 
我 们 首先 来 引进 随 礼 一 数 的 Dini FAME. 

让 XG, @) ARM Ha, DIELA as. ERR E tEn 分 ki. 
机 过 程 。 TAAT MRE tca o> t+ hE la, b)B A0 为 一 
小 前 数 ， 显 然 ATLA G tha X ew IF AKG SW B. 
LAH 8 LAS, MATHERS . 

limsuph IDK E+ fm) — XE, 0] 

ngs 


= lim sup he rX G+ hyo) 一 X (ty) | 
het o’ . . 
= DIXG,@) . 


liminf As OX G+ hyo) -— XG, a9] 
Fi eS ， 
=liminfAlLX (+k o) ~X Gw] 
_ A+or ， : Lo 1 ` : 
=-D,X(,@), 


UREI FES 

34.14 HE 

(HD. 说 汶 定义 站 DX [to f ta) EW E ATT EAL A 
数 ，g ust 对 每 一 关于 I a-s- 拟 单调 TER. DY 
E 中 的 一 开业 且 e>0。 l 

(Hò. uw, vAEM Alt. h ta) a.s. 连续 的 E 值 可 分 
BEBLZ PE th BF sey, 2), (olto) © EDX [tsli tas 

De 
a E, : . Sons 
Du wo) >g( u(t, o),t,0), oF ECL t+ — 8. 
CHa. vlipa eel ty, Om). 
atl 
vise) CeO) TEE Efoti ta. (4.41) 

BEME Hi: IER 4. CIREMHE AIRE wal 
BREEAM. 

LEH] BRA. 14 ER, 则 来 内 一 aaa 存在 ty > te 

一 售 指 标 了 以 到 AEn, Be 

Cwatt = pow EN A PO) D6. - 

(lide; Ero) >; (tn) bE Ls) .8. 

Gieli 0) (tf), @), BER, ij, 

(iv) ik (HDR, BFC). 
Ho € (ON NM) IER NCO, 3E- RUE, 
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WF weEQ; AAO, RNA 
Cutt, thew) — jy, wo ICA vlt tA) vt) 
Du Ga) SD, Gy) , 
HERH, SPT wea, 13 
Ge) bg CUE, Gt) gd, ad) , (4.42) 
ZIAR WCAG a 
UG, og) tw), APF wl Q,, 
Th We (4.429 & BA, 
galal) fw) ut sb WT w ER. 
Mili PA) = 0, HEGRE A, APRA, i 
CR HED AREH |) 中 的 不 等 式 也 可 替换 为 
有 由 人 人， 


Deft ep eed Celta» trate Hpt tos, 
Mee, PRETA a E Chosfo bo. REH 





Doniba SO, ub w) 
Dotta t uit w) bw) 
HEtE {tiia e uo | wes) = {ew lra) = tia) 了 
G POS LSS 的 满足 即 可 ， 
通过 甘于 gari D RTT, eC) 可 以 
放宽 ， 季 二 可 以 建立 如 下 较 弱 的 不 等 式 。 
EELIS PAHO RS, VERE Ia OP A 
toe, APT Culpa H (vf, tt) CPx [bs tot o A 
fv, ls gv, w),t,w). 
Whe AL 
Dutt, a) 2g (ult, w),t,0), oF teELts to ta) ~ S. 
teb g Uy ALY Ur iA HT: 
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g.i a gF sin aD Et, on X- Y, (4.43) 
HT X,Y EDH XY. 
Het, @) ae A Tosto to EAI FS ERGa HAL m 数 
BRE, Way 
Udi, we) ul t,, @) 
就 有 
uty wm) let, wo), HPP EE [toy to Ha). 
DEWI Wau oxpl2(’ K(s,w)daj+e 


HH e- (sisgay "a8 7。 TEA a; O, 对 于 所 有 tgs, 


Dm) = Dut, wm) 2E G, w)exb[2| Ks, ands jee > 
A ote Ae ie EH A A He AS 
DLW (4,0) i> 9 (ut, w) yt, w) + 2K, a) 
x expt2[ K wads (W rR 4. 48) ) 
a2 g OF Gasa) sts) + KG, a) 


xexpl 2’ K(s,0)ds]-8>9 UF (0) ,t,0). aSa 
TER ° 
vlina) WH (tg, @), a.S- 
Wika 4.14, Ar 
Uw) OW Cw) WE tellin te). 
让 se- WEEE, RETR EIRP SRM Rae. T 


三 、 随 机 比较 定理 
AES. ly, Fy TLR SR, POTS PRE ee 
RANLIE Rea, Osu, | SEAR SE 
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W(t) = gu (ty) Es) aU Cig) = ue oy (4.445 
BY ICA AT) WRG ES, LA it RSE ADR RKA os 
ARE ES PEPE LT 
定义 &.4 Iraya) H RIN BE 4D RR (4.44) EL tos to + 2) 
-LAy-- ide, A ri, 其 称 为 (4.44) BPA, 
RUSS HE PPR GEE tote) LHe ult), Af 








ult, wy sirtt,w), ma. t€E[festy ta). (4.45) 
Lehi eGo) apie (4.45) Ao peak, A i A te 


这。 

定理 4.6( 机 大 解 与 最 小 解 站 在 定理 )， 假若 定理 
AULA ERLE Ma se, XE otf, aD AIRTER 2 TK p aed A 
BLED, BJC AD Ank A BO, FEE ts te HOI BAE A pI 
JEDIT. 

THEM] dice O, diht lel <e/d Æ Ea iloi: 

uw Caw) = of (ei) s Es O) do) = ula +e. (4.46) 

这 里 g, i0) = g tatao) +e, GEA utad CU, 9/4). 5h 
Rs (G5. AER 4.11 HAB, PREM 
Ka, tpr KERE “AT KG, BIT. it, Miega ii 
AfA 4.46), Step DDO, tE Ctt + bE A 车 
tte. Ea 

A Oa die) ETR TE E EAL J C AI, Ae T IRRA R HE nA 
SRI THE. 

theese, TL oui, =u, ye) ts C0) 
= ult, 0, 8) 4p 

et (Egos) = Ge Ct, CE) gf.) UU, Ep, O) = do lw) +e, 

ain Chen) = Gg, (Cy Ct, 2), £,.G) yy Foy) = thy (0) +8, 
WR. FREE ul tc) > gy, Ge (i, @),f,0) tC Cig gt +. 
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HEH tt, (fg, @) > Gwe), FUR a 4.14, H 
(4,03) <a (ta) 5 t E Cte te tol. 
EUR PIRRE] en}, HRM noo Ht, e10, PALA 
r(f,ay = lim u(t, @) as. t& ity, to +8). (4.47) 


We 


Sh PR rig.) = ty lw), FAP AE tC tat +8), g (ul, 
EDT u WETE, KATA 


Lim Gen (ta (Esa) p Est) = 9 Or 4, w) pipa), .8. 


fE (hate t+ 4], (4.48) 
利用 Lebesgue f Hy diy Oct Aet 


t d 
lim| gen Ct, (s,5@), 8,0) ds = F g Cr Cesa) ss ds, 
$i fa 


tC Lts tfa tbl. 
这 意味 次 rG o) A (4.44) BI 
“FFE RAH re) REN OR AY C4. 44) ERAK - 
ik ult, ALAD Hite, Ie 4d, RITE 
wi. @) Cy ew) ECto, fo + Ol. 
因为 
Ct, or) < lima (Eco) =r (fw), B.S. 
Tlf to t DIT iE EA B 
MEN KA HE BAHL Eee ae MEERES E BOE 
FE TE ie T BL BP R AEE. (L Laddelt ), 
E417 ( 随机 比较 定理 } 假设 
CH). g ATEGO I W E fa eT WM RL ee, AL 
giusto) 对 国定 的 关于 Hw 是 a.s. ERKI. 
iP Go Dx Tht ta) A DA BH, IPR, 
(Hs). g(t, t,o) Sf — EY T ee es. 提单 讽 
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ft, 

《Ha ro) ARAL 4: 

uw! C4) = gd $5) ty oD) wy) =U, (a), (4.49) 
TEC f to ERRAK. 

(Hy. m WAERED tota | as. ERBE (i or 
PEELE, CnC, H EG, ass. 


mf, aD Eula), .3. (4.50) 

H. 
Dmi, Egem, w), tw), tE Ciotat S. (4.51) 

Kill 


mitar (i,@),¢6€ Ctotst a. (4,52) 
DEH WHEE ee 0, ih ud, we) N 
ul tyme) = g(t, @,6),f,0) + Es uy, @) = Uy lw) te 
AJIT- WHat 4 14, fy 
mf) ue) ft ELios to ta). 
PUN Al a 2 Oto te +) PA RE Fa] H BAe 


limu (t, wE) = =r,w). ff 


推论 和 .18 HEH Ay SR. BO), (4.51) Je p Wy 
Sy te (4.82) 22 Dy 
mt 2 p(tyw@),t E [tasty ta) 
SARC, LEH pG o) 44.49) Ap n 
u. XTD- tS ERRATE 
DRC AR NIAGA Kr H MDL AR BE ( 4,38 ) BAYES PERS 
一 个 这 rel Wie 


定理 4.19 ( 解 的 唯一 性 定量 ) BL 
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DF ACK UA, O KF i E foul aa a 数 ， 
HEX, tm) ME CEs YX, as FER, 

Gig AJE X CO, Qa] xJ 上 的 Et (AT BA HL OK, 
H gefa) 对 每 一 谋生 了 LF u,a.. HS. KI Away, 

s. HOE, GRA GCL, ki a=p, 
Cid} uC) =O 为 纯 量 随机 微分 方程 : 
u (Erw) = gult) staw) tC, @) =O (4.50) 

本 [ts to FOICT EH a.s. Ea, 

GVA FED, (Y,D EU XT, 有 

[F(X f0) TO" teolg(iX-F|.t0). (4.54) 


(WIA, ECA, tp. 


(WDOGLK Go) ETES 
MLE 
FX nO ALK G w AY XD EDX. 
WY BLE 4p FE C4. 38) PELE to + D ELAI — M — AAi 
Tien] yi, OD, ODP HAM 4.11, 14A Cd. Be) 
ffi PE A yw) =X s Kos fog). LE 
= 4.328 E Dot tbl 三 的 二 一 个 
Ri. moD) = |X, FY Go 显然 在 toto +] 
E, mowa s. REH, BOY XG, o), s. 绝对 连 法 且 
lT X it Lipschitz Ø, W 
mT Fm = F aa), t, a) 
-fY G0), t) | C 44.44) ) 
a Can Cig) gt). 
PEA wey, w) =O, ase, Mid Ha 4. L7, FERIT 
mita w) Sor aa) E E Efes fot 4], 


E Ga) N 4.53) A. it Ra GD Hii PP te 
Tfestot bi LA mG, wj=0, 于 是 定理 得 证 ， | 

推论 和 .30 WREE ARA g Geib =A wu, W 
TCA SA WEE ON SA BY eA Lipschitz 条 件 。 

TATE — PPB, SR BMA: PF Se ee BE, ERIS 
REVARSA, G, TEMAS Ret ag BE AiR aE A oh, 
Fe RR AAT DP een, Re BR E BAT iA 
TAGE ARE, RARE AIR TREE DI. H 
Be Wee. ERM RT SE SE i 

Pale. FERE ee Et a7 POG PS A MEK a a 

Fe E421 ( 见 Mos ozanl4] y Strandil), 

Cpa FEED xJ xA E tT Np OR, 
FOX, t)4,0) 0 AEE A § EPX, Aa. s ES, Dy E H 
-FR AH En 中 一 个 开 的 参数 入 集 ， 

(Hoda g An seth 2px E R) AT {807 RL A. 
gnf aD WR tes Pu, a.s AS, WARE uG) a. s. 
HEt, ME geL 

(Hoa wl) =O (4.53) a. s. HE AR, MERE we Ciod =ü, 
a.s. 46 (4. 53) RE we bs os tos ET u E e.s HELE, 

CHa APKC BA COX 有 

IFEX ts Ase) — FY BA. [SGX -V Isto) (4.55) 

(Hoa OF KG.) CE, EJ, AIEE 

I EE, hD EK C0) APEE A) CBX 

xh a.s. (i. D6) 
这 里 D OY D WEE RFE. 

as} yet, Ala, €A, 3b =8Ce) 0, HERTA A, RE 

JA hoja, YA AEE. 


AX’ yew) = f( XG, @),t,A,0), 


X (tgs hy 0) = Kalisto) (4. 57) 
FEAT MAE — fe XX Ct Aw) = XE, Xo a) y fas 0) AL 
|X ,4,0) om | et EET. (4.58) 


证明 】 在 假设 HD, CHD, HE m 4.11 的 推 
itin, PHH RA C ST) TE [intett] taer PR, RS 
(Xato AD EDxI xA- +R T E E h Haa 
(Ha 和 和 定理 4.19 A, XGA) Æ C DT ak 
M Hinr, AAR Gpe es SW See 

度 有 界 的 ， 于 是 推 得 对 于 几乎 所 有 EEN © EQ, 存在 一 个 
An ES, HEH nooo ht, Aue Ao; TE AAR RAT o 的 一 臻 极 


pit 


lim X it, Ans) =X s Ap @) (4. 59) 
An > Ao 
fiT 
从 对 m Et EECa +51, FOX, t, heer) $ F (X, 的 
a3. E > BAREH PG. 59) HE AY, 4 ni-a 


FX Cy ony @) sty Ans 0) -f(X (by ae) Es hoya), (4. 60) 
fT] Lebesgue #3 der. MIL 


i 
f F(X (3, Aung) s 82 Ans aw) ds | FCX Cs, Aps W) 58s horde. 
vite ane 


(4.61) 
WR, YT C4. BO) FH AE Mo, X G hos 0) FEB EERE: 
X’ how) =f (CM G, Ao 0) fg, 0)+X Cios Au) 
=X, (Ao, w) (4. U2) 


Hie, PF A= ho GSD MBE, Dr 以 ay 
kiA noo Hy Aha IIF A Anyo REAP LAE AY G4. 到 ?中 
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WoO, FREI 
jim XC Aus 2) =X Chg co) (4. 63) 


fri, ILER? 
Vin Cy O) =X CE, AoW) a.S. 
Aath 


因此 X Cts Ao oo) IEIR E C4, 6D i — A BALE, CHORE HT AR PR 
(4.593, (4, 60), a. 61) AIC. GBda. s. 成 立 。 
oa CL EBRIE A, DEIR EENE YE TEL fas fo + BLE — 
P 
lim Xt, Ham) = X (tidy @) @. 8. 


Ho sl YESO Ai Ae Ech Fd=5(e) 0, fk ipa. AW 
JA AG OS, CE foe te HOT, HET. STILLER OA) 
PECL DS), BAPE RHEL S18 AURA Mae a 方 
wh, IR bh. B 
GEI C1) ARR STi Ipan (Aad) EREA Ne (4,579) 4 M 
MWS, DEET R Migrimi petar 4 

《2 TTAB A, VL Em fh BH Me) SiS, HHE ag 只 
BRT VTA HEC T ea EM TY, 

FE HB4, 22 (ROC TEER ER 
CFE a 19 yA, BE (4. 59) dS Cats tod TARE we Ce, WISE 于 初 
Pi Gigs toda. s JER, MCA, BEELA o, to) BY N G, Kos to) LE 
a. 8. UE ify a ALT te Cg, ty) oa. 8. HELE, 

DWA 4.88) feds Tier yoe PR AS ie D, Hy sii Ai 
ALAW TWINS. E BE ARR gu), RABE 
PE 4. 20 的 证 出 改 述 。 

世上 开 下 而 的 随机 微分 系统 ， 







It 

















XC, Xa Co) stay) = FE XK, Cs) ts) yyw) 
X (ty, 09) =X, (a). (4, 64) 
HEX fo) Bie RAS HL. ER eA 
eX, 60) FBR, S C OD MEE 4.2 OR 
ii. SRT CA 38) RSG T HE A E E R ER PE A J SH BY ya 


ARTON OSEP WGN ota fig) 
A ead iy A tds faa ted 
Sy Bh GCA. SB) CA oip Nas BE IE ATES HE Lk 
i et EL 
mld Ns NA aia) |, 
ME)  X,-X,0,,0)|. (4, 65) 


Hei. 54) See Fl 
M (6,0) g(r (Eg) pty 00) 5 tet. (4, 66) 
Up Gi. 55), (4.66) 和 定理 417. 
miiy ert) tt). (4. 67) 


这 里 O60) =r ty rtt ys @) gtr, ta) (4. 58) mG iD R R 
Kit. AY Xo KT tas. BAA A rw), 
fe 由宇 4, 19 ACD, (4. 67) 
Fim omy. a 


lint még) <r Ga E U =O, aes. 
tatty 


因此 
lim UN Gia) ~ | =U, acs. & 
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§ 4.3 EE pU lmivuos GX Be MRA 


fay fa, TRG] Cee Nanyaos 第 二 方法 (3 
YW), TORN ASE Bear, dey AR ST uë a FU TE 
Al, FEER S EEN, TTsyses RAH A ThE RH 
HEIRE PA BPH DERA ER GE ie BEYL FERS 








ww, Ri UTaryso0n 63 3 
ALE ESELI ap SE 
Nm) = Go a)y 
X Gow) =X, (w), (4, {8) 
RX GH, 子 为 定义 在 COD) xi, A Eqa it MG KL BA 
a. GF SCRA HE MAPE (4.65) Sa Be 
X,0) = XG Nos lay) 





BY TS FE, 

five VX sty o) He bE MPO (a) KE! fgs 
BPEL ae, LAE 
D casa’ (X; WN lim amp PON thf Xe tthe) 


一 r CX s tpc) J {i Ga) 
Bee DP aanl (Xt) TETE, TA CX) CU) x Et, 
WEL Pay AL Be 
王国 REE Be, FT OA Ba ET cy cone 
E. 
GEI BIASE CPM, AE S gpa l ushoeri a ae 
HA REL OS E eos pig Xt) oR BP 








i] 





i HT Lyon 
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MERE A PAL E Jayson PARR BORE ALTE 较 
定理。 
定理 4.293 假设 
Wg NMA Hx Ei EA E, AOU eR, TE 
g(u,t,o), 2.8. AS BABE Ce BT, ET uw 是 拟 单 
i AE BE AG l 
(Drd w) =r CEs ts fos 0) NAR BY REBLA R.: 
wr (Es) = go (uty) sta) Ugg @) = thy () (4.70) 
在 [ts + 9°) EA eA 
Gip HEM Ex Et ka.s. HEN Er WET op BH EL 
MM, PAb RF X Has. Reb Lipschitz WH 对 
PA, CEXE,, 有 
Diso (X,t,0) <g CX, t,@) ,ts 0) (4,7) 
Civ) X GOD =X, X otoo) YB. DEET tte M fE 
— we SRE, FL 


17 CX 9 (0) fos O) itty (w), (4.72) 
pi 
V(X G,0) 0) rm), Eto. (4.73) 


THEM] 令 
ma, VEX Ows ts)» 
miig w) SP XK ola) ,tos mH) . (4.7 
Koy XG, o) te 4. 68) I PE, SRA WEE Ex 
El kas. Hh E (OPTS LK. BRM G,o) 对 于 
pet has ERM. WHATA AS, RNA 
mG ths) — mse) =P CX + hyo) st +h, ow) 
-P(X Um), Es) 
=FX + hye) ,t+ hwy ep EX w) 
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+ AF CY Groda bso) st +t hm + CX CG, w) 
+hfCX Gow) in) i t byw) - LX Cw) te) 
SA |X G+ Aya) Kit, a@)-AP CX G, u), t0) le 
HPX O) AFCA G, w) sts 0), E t hw 
—V (Xt) siw), 
REK EV CX, 2,0) GA Lipschitz it A 
e = {Li D, 
#1 此 AB 09), (4.719, (64.74) Al m, w BW ans. FE BE 
性 得 到 不 等 式 
D'mt, osc gto faa), Eto (4,75) 
Blk, Witte 17. i4 
miso) Er sw) tin ff 
“F TARAS ee AS, 23A YE, ERER H E 
定理 4.23' REM A. 25 WARP RA GRD 
MEA RIER HEIME 
AQ) Dhany (X,t-@) + A’ OVX, tha) 
CA CX, basia) (XC xX ET, (4.76) 
这 里 AG = (ea 人 ap 人 有 为 下 | F as. ESCAI E, 值 可 分 bei 
HARG ATO TALE A BTS BT 值 可 测 随 机 过 
BWR AT 4A GOATER, TLE TERT iR 
phi, SEC Ay. W 
VEX Gow) st AU), teh (4.77) 
vk HE RG, = BG, og toy w) 2 FB AD By UL TD FRE AR 
We 
Y Cty) = A To A Gwe iy@) 
+ 7CaG,a)vl(i,@),t,o) ls {4.78} 


Wij, =v e), JBEIL dt @ivyled=uy(@), 


CEMI 我 们 置 WX, ta)—Alt,o)vX,t,e), 根据 
(4.76) MAC AJTE, Sy OL 
Doles W(X,t, 0) <g(W(X,t,@),t,@),(X,1) CE, XET, 
CA] W (Xt, 0) FRESE GBR ARG BERDA 
WX Ea) t or EO), tt, (4,79) 
RE rD AUTOR RRA. PA (a) = Alt, vaa). 
MTS A 





AC OIR(Gt o= r(t), E fps (4,80) 
MARATHI SOMRAK, R 
 V(X(t,0),t,@)< R140), tto H 
GEE BO) RTE, CARRE as, JR ae A 
a.s, Fie Lebesgue WE, MEH? LBABLISTERAHE Aa) mesti f? BU, w)dsi 
TEERAA 25, RE A (tw) Alta) —Altew) At), | 
(2) PENTA ce) XBL, (4.72.76) NH mA 
RI) = Fo), Za ELCO) as, 
29 (4,68) ACE AGRE (4,72) RE GCA. 73) AEG, TATT tto HEIE 
BL XC) CU Co) ae ae. 


O pL PERM 4.28 By RE s FR g Gey t, oy =O, 
a.s. , WY ER p(X Ga) ,to 关于 :是 2.8. JEN, WA 
VOX yw) fb) <p (Xoo) stop), tto 

ju ok aA Eee, ROTRA (4.70 DA fe al Ae FS 
(4.68 ) Ree Ta. BUE, 我 们 也 可 建立 给 出 
(4.68 ) 解 过 程 下 估计 的 比较 定理 . 

定理 4.25 假设 

(g AE ME EX EY EAI E 信 可 测 随 机 m 数 - E 且 
g(,t,o),a.8, ER HOt ERENCE BL, RF Y T p TAL 
非 降 的 。 
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LILE oS p(t, ta to DRA 70) WET H a.s. 
弄 小 解 过 程 ， 

(iii)V 为 定义 在 E x Et fas JE RAY E fii iY REPL A 
A, ViX,t,0) FX Meals, 局 部 Lipschitz 的 下 由 对 于 
(X.6)} CB, xX ETH 





Dijen V(X toag V(X. ioh ta), (4 BI) 


CGV X(t.@) =X(t. Xy. fo 0I 4BD TEF tet, 的 任 
-R MS 


V(X, t,o) 2u,(@), (4,82) 
ih 
VIX, EJ toplo), AF tet, 
证 明 久 给 读者 。 
GEI 定理 4. 23, EAM 237 ( WL Laddelal), 
=. BEERS 


FASE (4.68) J a RB fk or AE (ok A eta 
条 件 岂 是 随机 的 ) ， 因 此 ， 第 一 篇 的 一 些 稳定 让 概 念 在 这 里 
RHE er ( 参考 第 一 章 $1.5 ) 。 

il XCt,@)=X(t, Xo, tp, @)N (4.68) BELLE, T 
天 一 般 件 ， 我 们 假设 Xt, @)==0 (4.680000, 1, AY ME-— HE 
过 种 如 昨 一 的 平衡 态 ) 。 

定义 #4.5 (4.68) BAP AE 

(SP). Sh ROBLES. el atw—el> 0, n>, t EE, 
Fie Pa BAS SSe n) TEXT AL © 和 本 甘于 连续， 
iets Pleat Xa) 8} <7 I, 就 有 

Pies |W Cyc) (ire i Potos 


(SPd. 器 随机 一 臻 稳定 的 .如 时 (SP,) 成 立 , 阿 时 8 不 
依赖 于 二。 

(SPa). BARN EREA. 如 果 它 怀 弱 随机 稳定 的 ， 
WE LH WR ME —- o> O, 7 >0,% € Ht, EER Hd) P= 
Tipes), E Plo: | Xato) | > AnA BIT 

Pio:| X o len ES tT. 

(SP). BMMA- HBE, WR SP) RMSP) 
at, THES 8, SAT Fy NIK MT ta 

(S559. 几乎 必然 稳定 (或 惊 概率 1 稳定) 的 。 如 采 对 每 
eSt EE, E A AR F= SCE e), HEM [KX (ew) [2d 
as Hl, BRAT 

[Ead |E, Gag. Eio 

($5). JDP RRR BEN, aR SSomy, lis 
AMHR HAT? tas 

(S59. SUR PR BES. CALL ea oR EE 
AY, MEL ATR ot, E Ea ff 1:8, =8G MT = Ty, 
e), WEH] X Cm) |Eb aos. BEAT 
X (i, ar) | <a, a.s. tf tT. 

(SS). 几乎 必然 一 致 浙 近 稳定 的 。 如 洒 (551) 和 (355;,) 
mast. PUA 5,5, AT BAKE ta 

(SM). Pp 稳 定 的 。 如 果 对 每 82>0,f6 E21I， 在 在 一 个 
TE 8=8,.8), iy KIX, (od ai 时 ， 就 有 

ELXY (t,o) ce, tt. 

(SM). pA EH. mE SMOR. HRT AK 
HUF to. | 

(SM;). Sip REM. WEEE phic, $H 
任 一 > 0,8, EE, TUD iGO T= Te), di 
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EIX, o |?<8, 


EIX Go| Le, h tT. 
(SMO. 了 p 一致 渐 近 稳 定 的 如果 (SMD 和 (SM) 成 
E, MAME 88u i TA MRM to 
GEN SEM OSM a) Pig p DAERAH. 
AEF. 5, BATUA EA Eo gE a’ T 
Lakshmikantham and Leefalti, 


(的 注意 ， 我 们 这 下 的 束 空 性 袖 念 是 局 部 性 的 ， 如 果 震 要 研究 鲜 的 2 i 


da ifn Lagrange 稳定 性 竺 ， 则 需要 到 系统 (4.68) 中 的 p=00。 




















为 了 方 伍 ， 我 人 引进 某 些 单 询 函 数 尖 。 
ELLE BM PORN RFRA K, mE 
PECEL, p), HT], 00) = 0, 
Fila) Fao ae, AE Kon, 
33 tie H, Hahn (9706 4 FAJE oY aR. 
MAT BADOER ITA in EC, p)? 
E42, bO) =0 B bo POSER ASG T u J R, 
定义 生 .8 Rotu, DEKARTS. MR 
ac CLO, p) x Bi, ET], at, H =v, 
H etu DAF — ECEE F u Ee A a G 的 。 
H Tke tiim, FE IE i AB TURT Y A TL 





ul = g(ttyt,w), ult.) = Ule (4, 83) 
这 里 8 Wa Ax Et E, EAT UAL a ae, A 使 得 
GO, 8,0) SF (us tha. s. WAL Caratheodory A fF, Mig, 
t,@) SARE AY ¢ SEF ee ne a. s. PD BBE RO, 
我 们 假设 u@ =O (4.83) 71 (0,4, A. WER Bt 
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ThE 2 CSP) — (SPO, (SS) 一 (SSD) 和 (SMD) 一 (SM3) 我 们 
LL(SPt)— SPH (SST) — (SS) FI (SM*)— (SM) # HER 
SE AF GL. 83) TAT eC) = 0 的 相应 稳定 性 概念 。 
EEO (4.83) BOSE LAR eG) = 0 2 
(SPD . 弱 障 机 稳定 的。 如 果 对 给 定 的 s>0, n>0, E 
Ei, EARR S= Geen), W2 


Pld) Un (ao) > 8} < Ty 
RAT 


E 
Pio: u(t) Se} < Ny Efa 


EA (SPS) —(SPP), (65PHP A SMD SMD 
BY ZIE. 


$4.4 稳定 性 的 比较 准 出 


刊 甩 上 和 建立 的 随 杞 比较 定理 和 引进 的 稳定 性 梳 念 。 我 
位 中 可 建 芝 稳定 性 前 出 较 准 则 。 这 些 比较 准则 就 是 确定 性 比 
轻 六 法 ， 对 于 一 般 随机 微分 系统 的 推广 。 
—, BRHPBEER RAM 

4.26 {Hi 

Go AAA E Bex ET E $I Er IA RL Oe H 
f(t, i,0), as, BR, WAR PAERD ICEL, KT u cise 
TSE EE a, 

GDF AEAU x HY fa. s ER Er AS or RGB 
may, WAV CY, DF Xas. YER Lipschitz 3 
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fh. THAT (X, CUE. A 
Dea, sah (XxX, ty oO} =e XE Dm) i i (4.84) 
GIDA PLX, D CU) x EF, AF 
Ie 
(XD Ss FOX st, @)<a(|X],¢.0), (4, 55) 
LELEK, aioa) EK, Hak EtxE} bas. EEE 
JE fr RAPLE Sr, Mir 





(SP) >(S5P)). 
VE bP GOPR Mw, it 
H ble >, 7-0 和 机 六 个 下 函数 
ecm. iia 





此 ; 
Plow St DDD, (4.86) 
4 
at it . r = ~~. A 
Pyar uli up tp Oe alep <a, beady. ri. ST) 
t 1 
ibd #2 aif EELS Be Ct gp Meee tts the, d, agg 


EO IENE 


$r wy=0 | Koto tom MATX EUo. (4.88) 


Bo alri EZ, RP REE- -A S = 6(4..6, 0 EH 
Pioio |X tw) |, igw 6 = Plas | X,(w) | By (4.89) 
FARA A A SPOR, BET WTE — T 
iR SEE ALE Pioi] Xa | 8n 的 (4.68) 的 解 过 程 
Xita HA a ts ETE 
Plo |X, od asn HXH EUo), 在 [下 (4.00) 
AIM, HEMA 234) 
VOX Gy) ter Ct, Uori a C4, FLY 
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RE XG o) EU). (4.85) MA. OL) RITA 
bX a) |< BV (XG, ba 


E 
KÅ Ntt). (E, 92) 
关系 式 (4.87), (4.90) A492) GAF JA: 
n= Plo: |X oes} = Plo: bC |X Ge | zbe} 


Pad Filtrs Vor ty) OE En. 


SHREW T SP ema. E 

S427 ERA Peng mia. eins 

ar tm) = ACT}, 
mA 
(SPH) (SP,). 

GEHI 出 于 alra) = alra), WERGE M 4. 26 的 
IEH, SOULS ARORA te Tih FR SE (4.83) 中 SL — 
ERE. HUE. B 

S408 HEA 26 的 假设 满足 ， 则 有 

(SP#)=3(S5P,). 

CHEWY mta SPH SPH, Be 4,26 有 
(SP*)=5¢(5P,), BD (4.68) W F ASE RBN A, Fie 
HGP), HEER e= pml, ETEA SPD 
所 强求 移 SY = 8Co D. HW TERY (SPs) JRE, ACU 
对 Deadcp Ondine Ht CHI, fF HIE BH D= SC.) M 
Tages), (4 Plat |X, Ka) | Sh Cn 时， 就 有 

Pim XG o | en Het tt, (4.93) 
RUE SPD Ry. MRA EH BO, 10 HM EB. TEE 
Br SE, = 5° A Lem) = POs GE 
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k 
PIE tolo) >6°} < 
时 ， 就 有 

Pa h(n tte t T, (4.94) 


wmit, SEPTER e, (EIRE 88) Roar. IEE I SF G) 
=8ă", fli 

Piotra | X ilo) |s fow) > 8} = Piw | Xato | >dF¥}, 
然后 选取 和 = min(d7,385*), AUBE So TETN A C4. 93) 
ARS. TI, HATE TE FEA] ft}, hott T, 4 n= ff, 
eoo, fifi PAE Po] Xo) l D8 oy 的 G. 8) 的 
A, A 

Pioi Xew) pel = mitt T, 

型 此 及 人. 92) fi (4. 85) 由 推 得 (4.93) AJE TEL S 

EERI JEMA, 7 的 假 没 成 立 ， 则 有 

(SPR) > (SP,). 

IGER 4. 27 PIETE 4. 28 SOE, ay HE PR ate a eg 
AH 

fe RCH, AEP REDL HGE PB 4 23 的 站 时 ， 在 讨论 
(4. 68) FY RHE PE AE ACRE. RE E Da GR ta TEM 
4. 26 R404, Č RYDE NA PB ED E. 

定理 4.30 PRA. FARRER h E 
4.36 的 其 它 假设 均 成 立 ， 

CD Deeg CF, ts) + AOD (CR, t, w) 
KLAV (X,t,0),1,0), 

这 于 AG) = (a ALE M 4. 25 中 的 条 件 。 

WY C4, 78) LARRI CSP) PEM ey (4.68) T DL Be Ag 
(SP, FEM, 
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二 、 几 平 必 然 稳定 性 斑 较 准则 

在 这 里 ， 我 们 将 介绍 基 些 保 征 人 .68? 平 凡 钥 多 平 之 然 稳 
定 针 的 比较 准则 ， 进 而 六 出 一 个 水 例 ; 以 显示 凋 量 Tayo. 
是 数 优 越 于 纯 量 J anyaos KR, 

定理 4. 红 1 FEM A 26 的 条 人 (六 一 (i 让 保持 ， 则 在 

(SS%)3(55,). 

DEWI VoCetp Ht, CE . PUECSS*) hese, 则 对 给 
WE fy Ce) DO At, EET, RRE — PIERS, = 8, (48), 
使 得 





k 
POT (4. 95) 
we 
De Cas tastos O) OEY, tias a8, (4, Hj) 
TEE ff) ia a ty (on) 性 得 FlX isto OJE la, aif H 
k 
È volo) = aC |X p(w) |, toro). (4. 97) 


H a,tao) EE He 为 qa.8. 连续 的 ， 故 我 们 可 找到 一 个 
§8=8,.4), Ae A} 
a(l RA) | stood H [X,(w)|<8 (4.98) 
lla ats, FOB, Me LX fold, a.s., WAT 
PEPERELET tty @-8, 
BETE, MEET IA EE S a s 的 
ERK G, X ufypo) 和 2:00, PODO 以 及 tote, BETS 
IX@,,@)|=¢ w€Q, 
We FL 
Eao |Le, feECto ty), (4, 99} 
See) Xa) CURT t ELtot ds ME SEA. 25 有 
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POX CE, dy te OI (ty Uys by, OAT Fi E [tyt1) -. (4. 100) 
Mi 
pe X (ts in} | ts > FX GO), És oS (4,0) ? 
fai tt 


t EEFto, ty (4.101) 
YR (4.96), (4.99 814. 101) 以 及 所 涉及 的 画 数 的 连续 
k 
boD PX Gpo t DELÈ M0) LUE), wE. 
teal im 


这 就 推 得 (SSb 成 立 。 从 而 定理 得 证 。 E 
Jy FRR AUN apt anyaosi Oe a RA et JTanyaos 
BRAS ARE, Hons ee Pe 
例 4.1 CoB AA BLA A RR: 
Rm) = ACX, i XU), 
X(t, 0) = Xlo. c4. 102) 
AEX EEn AdE, tw) A 2x 2 RGR Oy 
e'~ fiX, iha sinimi + Ola) 
ACL to) = Caso et fl, io) ) 
其 中 万 WE Mite Bax BF 上 的 非 负 可 测 随 机 函数 fC0,#,@) 
=0, e.s. JER OA PEALE MBA 00, 2r] 
dn. Wak sin (at + elo) 是 一 个 遍历 过 程 ，。 
党 先 ， 我 们 选取 一 个 单一 竟 Jlanynon iH. 


wn Vix ,t,@) =a +3, 
ey AG 


Hiro CX, te + B lsin mi + Olo] IF CX iw). 
WWF 2 jab ae + AS CXyt,w) 0, ek. HBA 

a’ (fw) = Eet t jsin (at + Ocoy) tt 
BOSE LAR RE LP oR IAEA. Ah, KF (4.102) ERE 
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FE, FRAT ARBRE AY SE oh A at FA 4, B1 获得 任何 信息 
现在 我 们 试 儿 通过 FU a] R auva HK PE 十 求 
(4.102) 的 稳定 性 人 苍术。 取 
CETA 
V(X t,o} = ceed 
易 见 下 的 ara F 和 了 ABS AE TE. PAE EY a AL A 其 
Weak Wo 4. B81, 然而， FOX, i anih EE A. Bi Pe. 


ME Se F 此 = 2 7 ef yk 2 
(wt oF, 2 +e, 
fa) 


FEE 9) HO Ta MAER: 
Deaton X, f, D(X, w) a t, o) + 
Th E. l 


U t Bin Cnt + HoD 0 
gts t= | | 


0 2tet—sin(2rt + Oliw) > 


ty 
“( 
Us 


Ge, SPECK gat.) Tu ib acs. 氢 单 笠 非 隆 的 ， 
OF Uy Wl ABE: 
wz’ (iw) = gv, t), iaw) 

是 几乎 必然 稻 定 的 ， 从 市 市 定理 31 的 得 (4.102) 的 平凡 解 
$B JL Fl OS ES 

定理 4.88 LE OK ATA, 

Cid IH C4. TDAI CSST oo Cd 68) 的 (SS)。 

GDH (4.78) GSD 9 4. 68) HOSS), 

HEI Sy De EA el 


六 稳定 性 比较 准则 
4.33 He 4.20 RCD ii) ER, BE 而 
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p 


CHD APX, D EUO x Ey, E 


k 
BX | SIV CX ta) <a (XO, 
tæl 


MOCK HM aC BH, Apel, UWA 
(SMF) (5M). 


EWI VWoete<p,f€l,. RIE (SM*) 成 立 ， 


ETA GCey oO, fte CAL, TETE 8, = 8, Ch. OD {E 
te 
= Dun os, 
æ] 
就 和 有 . 


> Mutt, tos bo ble}, fled. 


imc 


HC (TPA try end, PETS V CXC) tp.) ty Ceo) aE 


Su te, (o> waht | XC) ]?3,1,),X,E€U Cp) 


WESER 


(4. 103) 


(4.104) 


ALN asf EM, RATO IRE — PO = S(t, 2) fi 


HEX yd Hj， 就 有 
(EL XC) | ts 人， 
PA TRL, , MA CA) AX Pp esc, ee 
CHL | XC, Oe, ff. 
Ha aS ULES TE Eo Re A 
(BY |a lP PS 
BOREL XO XA OR Pareto, fll fS 
(ELX GQ wi? , 


ji. 
(ELX G, Py e, LEC 


HAREE a. 26 FATED, JERIA E rit, TE 
x 
BDL YY LX w) ,t),@)3 
i=l 


(4. L05) 


(4, 106) 
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<2 ELGG Usto 1. (4.107) 
F Rt. 103), (4.106) Ar (4. 107) BF. 
HEDEN SEV AX Go) ISD EEG Ct. tas tss 0)1 
< heer). 
这 就 证 明了 SM)。 ff 
类 和 极地， 我 们 可 建立 下 面 的 比较 准则 。 
定理 4.84 RE. BBA RIB, Wy 


(i) (SMF}=(SM,). 

Gd 35 4b, W ast) =a Cu) a MAF 
(SM¥)=5(5M,). 
(SMP>(5M,). 





Ciel 7esE Hed. 33h, Ri Gia Ret 4, DEEA A ie 8 
和 定性， WAPOA aw) BE: 


BGK) ET boal t). 
tL 
ait de PE UE DEP HRA LL EE 


[3 
BORET D Pt w) Pca Xt) 


ke 





EHPA SDE TARA pr Ee 
AAT ARA A LaddetHasminskii? fil Moro- 


zan"? , 
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It6 随 机 微分 方程 的 稳定 性 


PRI RHE, Mit JIamysoa mR AK GPE 
一 般 的 非 时 宅 lto 方 程 的 稳定 性 。 为 此 。 首 先 建立 Ito HY 
随机 微分 不 等 式 与 比较 定理 。 在 这 些 比较 定理 的 其 副 上 上 ， 在 
中 .与 中 .3 中 我 位 分别 研究 Ito 方程 的 条 伴随 机 稳定 性 与 
有 界 件 ， 其 特例 即 为 通常 的 原点 随机 稳定 性 与 一 般 的 有 界 
性 。 在 85.4 中 专门 考察 Ito 方程 指数 稳定 性 的 条 件 莫 讨论 
几乎 必然 稳定 性 问题 。 在 全 .5 中 利用 比较 方法 ATRL RK 
于 SPERRET. RUG, 2285.6 中 我 们 将 初步 
探讨 随机 稳定 性 比较 准则 的 逆 定 型 ， 即 关于 BELL J1auyaoB 
PRRI TETE. 

EX 51 函数 O KARTERI PH), 如 上 bE 
CEU, Br] Ee CLE, EY) be) =0, TEER 60K) 0. 

定义 5.2 EGR AMEE MRM 函数 公称 为 
CHA, TSR Lich MAEDA GI, GA 
A, WE C- deeb Ag, 

定义 5.3 REO, C UU ET oA 


AO) ARO, WORT AL BECO RE 
Bid; fG,0) =f-,o), AM ELA TOS 于 AM, 
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ay 
定义 5.4 PRIR SO WHF KL, pl <p 
<0), MAR E AE 
p firo Lat<eoj =1. 
非 料 过 程 FB WATAM a 37, WEE li Fiala 8] 
Aisi E| ISO | ?at< oo. 
考虑 Ite 随机 微分 系统 


dX (D =X (4) Oatt ao (XC), Hd OO, 
Ny} =X (CHD. as. (5.1) 


ik LAX Jy lio gM PAG RAL BP. 
bX, E) = (hX, Ds BED , 


TLX, = (Tuls t) Jikke 
aX D D ouA (X, D EEx Et, 


Wde k Epi Wiener 过 程 . 
我 们 说 过 程 AOMA., EBR A B 
(XG), E Lito Po (RD 1 E Lilt T]. 





MELE bX, Do XO POUR: 
(Ai). XP FOX, C EX E bA io X D TT. 
CA). IPX H, (7,1) CE, x Etoo) (FA IEE 

全 得 (OX, NISL + |X|) lo CX, O1<L0 + [Xx]. 
RHE NO, (ef — ieee Ly HEX EN, FSN, 

tamia |, Ay 


EXD -AYD SLs] XY], 
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"o (X Ð—o (F, D| SLs XYI, 
Tae ig P, dh Friedman UU AQE7H 5.2.2, Terps 


Wilto 系统 人 G6. 了 的 解 过 程 XO 

(BY. 一 个 具有 元 穷 生存 时 间 的 Markov 过 各。 

(Bd. WIREL WE. 

(Bs) . 依 概率 1 EAE, Ah WATLE 

X(t) € Mitty, T] 

TAR SRS SL) AS RB HE SC RT tS) 
TAB CC) RE SL, EE DR eR tty PERE. FF 
cunt ave. XD. 

PII GD AEA 时 齐 [to 系统 为 

dX) =bCX dt ro CX th dl w 


XC) =X EED, a-s. (5.1)? 
“p TALS Lal ay SHE BY BE 
ul = gut), wig) srt, (3.2 


TRIES 
ta. g€CLE', XE, EnjH ga DIE reat 
SGP u NLR USAR BE A BK (om 入 、 . 
(ay). Ts Ugs ty) ADD SEF St WI KR. 
Dto bq) 为 6.2) FETE i ARD. 


85.1 1t6 型 随机 微分 不 等 式 与 比较 定理 


一 、 基 本 比较 定理 
六 里 所 给 出 的 基本 比较 定理 是 后 面 建立 to Sy A BiN 





Bo 
ah) 


下 th. p Tea VE. de RCRA TEUMA 4 BE ER Sy HEB 
Se. CIBC ES AE IA E14 4.08). 

ils) WS ARE AXO ote WaT BE OC 的 
首班 时， 已 知 teta) 为 一 停 时 ， 和 ms,(a) = min Gt, (a) } 
Ey eet. lad A) 的 停止 过 程 E O) = X dr, a) 
也 外 一 个 ] JE ENI Markov ERE, 

HARV ECLE,x EY, KL PAn 4 
X LS er 


Tz fat Bret 





-Qt ts 
(5.2) 


LAV (X,t 





ix ij = TUT a: 
oz 


定理 5.1( SUL RM RE) RR a Pe 
ALP #0 Fe EP AY BK 
VOX) = XD FXO Pn: 
(CH). FECU xE, Bil, VeVe Fr 对 于 
{Rt EU x #, 
fe EL ee ts 
dip. gV CX), D- ¥>0, (X,) EU (py x Et 


(Ha). 2K HEX Dg AX D. 


(X,H EU x EF,. 
WATE p <p, HR OX, tS, ROR 
E xt ELOR H ATLE, Ugs to Js tty. (6. 
eB XG) = XGAr,(e')) HX EU). 
Cay) dp Sb BN G) tié 
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Efe ny Markov WAL $ 
wry s max F(X, 0, 


WHY AT E ia WFD 在 在 有 限 。 T E. 
PG), Hal, as. 
xl (XO TE. FE 
mA) S Era (XG, mo) EV (Los to)» 
it & om) COLEI, Ehl, Al Dynkia Ay at gp 11.6 til, 
(RIF CAD CAD F, 停 目 过程 每 (的 是 下 列 随 几 积 分 方程 的 
fife 
XW =X, +1 x (otb CX (s), ses 
Jie LTE) 
+f x (co) +o CX (s) 58) dW (5), 
ty (Tt >s} 
AE MARI Teto O IRON Tra. 
HTA AR PEA Markov id R JE Air Ho) 
及 Tto 微分 公式 ;， 有 





dF (XG, 区 r +¢ EF DX) 
ot ax (Cro 
t AVS mae 
+t Pa Ov ex (eo ai; (XG), 2) jae 
2 j= 有 Bt ; Tort 
j] Ar 
Vy (o)-o ČD. 
EX (Fiat) 
FES.) de Pay 
a af eV a. p 
FN, DD = iX gto) + Bs dst ett) (w) 
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ato t aF 
x LIF CX (3s) dst X (w) * 一 
to (Trot) PY 


xo (X (8). Dd (8), th. 


ASEH) om, Fei. 9 teu o x Eto t] LEH PUTE 
一 个 常数 K 0, lF KDl SE, FX, 8) EUX 
Lio tl], TRA o CX, 8) HER PE :有 界 注 (HA IEA), Fei 





PixtX so Xs LV x(Xy8) blo CX,s) | 


REL + |X DAKLU +p), 
对 于 E 
(Xs) EU X Etot]. 


HI 2.83 ( akc Friedman ™ 定理 4.2.0 4 


Exot , pA Coy) a Vo (s),9) dW’ (3) = 0, (5.5) 
ie (Tr >A) A 
er 
AST 
， “ft er + 
nee} = mig) + Axa, \ | As ds + SX ewe (a> 


x LAE C¥ ¢s) ,s)ds), 
ab Varo, Wf 


x p (av, 十 及 
; 2 一 . 三 可 : ` 
melit A mt) Xato \ 上 ‘Bs ds + 上 Cr fw 
x LAV (XO) ;3) asi) 
<E 全 ay, 4 cee ) 
= | + as t X crys) o 


x Lg XS) 28) y ds } 


oy 
< Exngeas+ ("a Vy Lg CES) 5 5) — oF has 
t 


Eth ~ 
-f Byng i (X(s),9)d8) CA g F uE) 


+h 
<f gimis), sds. 
È 
MMR 2.0 A mO REEE, RE 
_ 4s mith) mf) 
Dime =tim sup | mies hy mp | 


#+ 
<timd [ "9 (m(s) Ads 


ht 
=@(m(é),t). 
于 是 我 们 导出 微分 不 等 式 : 
DT 有。 the 
Ft mad =V CX pto vp 及 定理 4.9 的 推论 得 
Bin (A ODEMO Geto, Tie N 
由 定理 4.9 AE, 我 们 不 难得 到 下 面 的 定理 。 
RPM S.2 停止 过 程 的 比较 定理 丰 ) Ree Ph 
是 下 列 茶 件 的 阔 数 
VOX, D= (VF, Os e Fa DT 
TTT). Feclvctsy x Ht sFr +, F, Fy yy 
HT, DEU x A FERES. 
(Hh). gr,- L<0, (Xt EUM XES. 


CH). av HAVI, DSV XD, 


(XY, DELME. 
WHE - pp, H OX os to) uo, 就 有 
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E eno CX) Dp wo ty), tf. 
定理 5.3 GEH LAER IEEE I》 很 设 存在 一 个 请 
E TIE AY Ba 
PX, = VX, 0, PaO)’, 
CH). FP ECLER E, sEm IVak xF xx FEF IESE, MIF 
(Xd) ER,x Ey. 
(H=). 对 任 一 了 这 ts 得 
Vx ,DoD ,ND EMG T]. 
ev 
ĉi 


(Ha*). + EV X O<9gV(X,9,0<0, 


(X,t) CEEX E 
RA Vat EN RE 
FE vote” CAO, DETG, Ugro) Etpa 
DEWI 出 条 和 在 (的 及 Friedman PIRE 4.2 
HE— te ty 
Exu Ve (s) 58) 0 CX (8), 8) aT (6) =0 
tu 
MITE eh HA) 及 Ite 积 分 公式 ， 对 任 一 cet 8 
VLE xal CX (Hs 2] =V OX gate 
+ Eso) (3 er” + LFF (CX (Gs) 5) Jas 
it 


VX pte) + Boye f g CX (8), 8) deL g to), 


HOPE Axo CY ON, 2) SE —t> ty BEEN, CH, 存在. 
the 
ma) = Eyal AX Do mito) =F No 10). 


ok mG) COLET, En Je WTEC) M H 以 及 [to Bt 4p 
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ASE, WGP AL AY AO RSME 
mG +h) -mit = Exes x SF, EAV CX (8) 48) ) ds 


ice 
Exo g WV CY fs) 28), 8) ds 


<f ymo 28305 。 
FAT ATEN aise 4 ee BOBS. TENS AUS TAAI, 这 里 不 
再 重复 。 B l 
se HEA 8.2 2801, RITARA S 
定理 5.4( TERE RE th Pee 本 HUET TES A 
kE PFU SR CRA a 
P(X, =V X, E), e V CX), 
(H:*). V COLE, x By, BDV Vin lx MAE, 
SPP OX,D ECE x ES. 
(H,*%). WHE Tie A 


FK, Pe LO ,O EME. FI 
CH3**). -二 + LR D gP CL, 1), 


(XR EE Brx Hy. 
GL. SFO. RRX OO. Be XO DT, 
对 于 tet. 
RAP CX osto Sve, 就 有 
Fix toh” CX (8), ESP (by tgs fg), boato. 

FAT ee 425, RTRA E M 5., 定理 5.3 fi 2 as 
E. SRT FS I AN ee ART, CW A AS BEST A A 
cil. 
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Z. MAITEZ ， 

ABR F B, BRO Ladde $ 7107, TLE. 
GUMS. PRA Spode 

引 理 5.5 ie 

Ci) mHE 

dm =¢(m,.Od6+ Gon, 0d (E, nig (f == Mmo. 

Ko PARE, AE gO ECCLE x MRI IEAI GG) w oR 
H Wiener aR, 

Gi [Gan ACU) MP AOR XE, 
32 AL 

as 
ve Belg) = 2 

mA 


可 (人 有 二 可 (la + af igtma(s),s) |ds), tert,. 
CHEWY Saga bay >a, 0 4 noo E 


ce 


mi Ai FE- hE SEY PR BRR AL, Ge a E 


ny Pns l, 2p 


+i 0 =0. . 
Ü ea, 


Hu = | vy LZ hy og 
L Uani 
-0 O<u<a, 
WEO Wade OF 22 .之 间 BEUL anı 
RY 
Oo Uia 
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然后 ， 我 们 对 称 地 延 拓 HL, {WwW) 到 《一 oo, 00), 
Ji, (a) = 五 of 
显然 ， 五 Go 在 (- 00,00) Jk TERRI A He, a 且 当 


aoe ft, A, (2) ——> juj. 
利用 Tte 公式 ， 我 们 得 到 
H, mY = H, (mo) + f. EMED G mts), ya (8) 


i . 
+ Haon) gm (8), sds 


otf H: Gn(s)) (@Gn(s) s) J? ds 


= Hama) + T+ T+ Tas 
BAB) =0. AA Rao <l, 我 们 有 


t 
EARD Bl igon, lds), >t. 


HA SULD ZE(| Bm Dac jms) dds ) 
2 to ™ : 
KF (tty) max Ht (udhs) 
en uniga- l 


KF t~ ty) Au, 4 noo 时 、 


因此 ， 我 们 得 到 
BC, CnC) | SHC m9 |) + EY Igim(s),s)|ds, tt, E 


JE 5.5 推 广 到 ltoe 型 微分 方程 系统 时 ， 将 需要 推 By 
个 分 蔓 竟 估计 。 这 里 我 们 仅 叙述 此 情形 下 的 结果 ， 因 为 它 的 
正骨 是 类 做 前。 

让 妇 通常 是 个 回 量 之 问 的 未 等 式 是 理解 为 得 个 分 星之 澡 
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RIT SER, WR me By, RM RAS 
lam} tl ml | mel scree pral 
可 理 5.6 假设 
fi) mC) 是 Ito 系统 ， 
dm = g(m, Hdi + Gm, tH) dW G) ym (ty) = me 
的 一 个 解 过 程 。 其 中 
gEOLE XxX Eis Es GCOCLA,x ET, Enl, 
WON k HER GRHE Wiener 过 程 。 
Gi) TGs) Phua SFO 6H x ET, 
EM 4 =1,2,--,b 60, dk A 


ds og 
» As) — ” 





bl fi ; 
HEI) [ISS BL mold +BY lg ants) 59) jas), t>o- 


ESS WAG CCLE,x Hy, HI, Aii te hE 是 g 
Ch 3 -Poe dt PERLE of. UK ee 0 a =O, WA gi > 0, 
对 年 一 EE hy 

MERTEKE F 面 的 关于 Ito RAAE ti Sas 
He ia AL FEWE Ye or As SES Ae BB eT 

S.T ibys 5.6 im ate, PEM EERE ge, t) 4} 
Petty RY e REP aI, MHI 


mig) = mg OSmitt) 0, a.s. MF tet, 
LIEW] ik eke ity By Myst. AHE my CeHy, Hk 
fi! ny FR A — 4S f= {1,2,-- -P RJ: qE < 指标 子 集 Fos Hik 晤 于 
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mas MBM tCL, 有 mo=0 as. ie AM PeeCINg,, 
Amy >Osa.s., 首先 证 明 ， 

DUFFEL FP E> ty, m(s) 0, UF sE Etot =d, (6.6) 
为 了 证 明 这 一 点 ， 署 

To= int Y, {sgm DE, 

H. 
v,=inf hp {8 0m (8) <0}, 
HPF g KP ues gm, D D0 WF Ie, >i, HE 
以 及 gg 的 连续 性 和 m( 四 的 a.s. 连 线性 ， 可 得 p{fT 这 tin} =1. 
RE r= min gT. 

E Tot EE. F t=mnam, D, WW Fier, 我们 
得 到 





Bom.) =E(). gimis), 8) as), (5.7) 


EAST, 遇见 bi D 20, IF s E [tot], UA XAT i — 
4ETo, EEA tio, HBa 5.6 Fy 
Bem) SEU 1) + E(f gonsde}, 
HE DOU 8.7) H meal =O. SUDA 
E lm) [Sh Om, )) . 

这 车 te a ATF tE Lost; (t} 2=0,a.8. J} 二 TI 的 定义 Fil ‘Vtg HY 
HERS m, (8) 20, a.s. AF ¿E| Tos 从 而 有 mt) 20, e.s. 因 
ABO PPT f= mind, TER, Be moa acs. YE 
ELE, FERH 

l pit E[t t] >m 220) =1, 
RIENT G.6) sk, 

ATERATA tte, A oma) ed, es 我们 证 


244 


i= inf U {sm <9}, 


WAIE: 和 = co，a,s: 假若 不 然 ， 设 plt.<co} >0,¢ 
QS = {on h (an) ony, AI® = Af tity ts 1, Wt = WS, 


We AL 
p* (4) = PA DO) ACH". 


ATCO, a p*) E RTA HY 
GF lu, i) =GQ,t+t,- ty), 
g* Cts t) = git t hs 
mt = mitt t to. 


FH . 

WCD SWOS tn) 
从 桓 推 得 

m* (4) = mkf) E AEs 你 .上 六， 
J H 


dm = gs (m*, Ddi + G* Gn*, DAWID, m*a) = mo*. 
HA AHG. G) xk FRAN | 

DHIA SA 们 fm (8) 20, 对 于 s€ [to #1) = 
BRF G OE MA! AE = 9°, 0.8, AUF >t H 
mD =h as. RE mce, 

YTRER BERN. WT 
my € BIN OE, 
Mi mD as. 对 于 fete, AT RK ps +S 
binf j, is m O <0}, 


Weel Sa Se bra, FRAT ME ae 

SENZA ie. Mid ae BLS, E 
HESS 游 保 让 Ito RSE E tE, WP ot, oY 
PB HOT YER SS LIES PERT, SEPA 5.7 的 结论 仍然 成 立 。 
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EWEN] th eo, AEE mae 为 
dm = [gim t) +e]dé+Gim, Dar, mlae) =m, te 
的 - :个 解 。 由 定理 5.7, m(t,e)220,a.8. 对 于 ety. HEW 
的 唯一 性 意味 着 mm 人 (4) = timm (t,e) 20, a.s. 对 于 ith. E 


“h Tay HE HR Se FEAA TRER R, 
定理 5.9 假设 
O feclh. x A.A], FECclH,x By, Er) 
WO A k HEHE Wiener iA, ae BOA a — ty f(X,t 
ATA 是 拟 单 调 非 降 的 。 
E 
tii) P |E Cet) = F; (u, t) PSA vw) 
(1), @,0 ER Bo. piji, 2, 18,60 
a FL | ris/h,(s) = co。 
Gi) e, eO aA 
du =B, dt + Fiu, dW G}, uli) = uos 
利 | 
dvu=P,.@dt+FW,HdWO), vig) =va, Eto 


KR. B OS UG, OMS, SOW.) 这 两 全 不 
等 式 中 的 一 个 是 严格 的 。 
则 南 wv (<u), He ty. 
GEM) Bm) =u) ~ uc), BED 
dm =g im, Ddi + Gam, DdW ， (5.8) 
这 里 Gms = F(u t m, E) — Fst); 
gimat) = Fatim, t) — fust) ta; 
q(t) = B,C) FWD- B + Fut). 
= 了 (Xs 由 关于 证 Aw Bees gg Xo KX EA 
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Ws. HES, WME BOS fe.) HOSE, OD A 
AETR Ble XO, FES te, FX E HW 
IEW, EPRI GD. Gon, Ow EOL S.C ARGD, BE 
He AE D.T, KE] mS, a8. HT tet. § 

推论 5.20 mE RE OMT ERK, 

BF 有 Cu 机 

中 有 - ERA. SIE ARLE 6.0 REN- MERMA 
论 仍 然 成 立 。 

沁 韦 名 .9 的 下 面 形式 ， 对 于 以 后 的 讨论 基 下 会 适 的 ， 但 
AT Wa Ba, FR BO 

定理 5.11 it 

CE) au 分别 为 

全 二 本 
de = fa, DEt Fv DEW OD, ula) = Vas Eto 

HR. AE fo ECL E EJ, PECE X E, , Ey] 
Wt) N AGRE Wiener IIE. Ja X DA ii — t, KFX 
FEO PUNTER, É HD LfN. 

GD fA SORE GD. W 

Up Vet u(t EL as. tity. 

EWS. OMSL a ROS, SUB A FAT 

SPIRAEA ET. phas SaR Gii, LIA vsv WA 


des Fu D dit F, DAR E), 





du >f (ut) di + F (v, DAW Œ). (5.9) 
MITES D9 Ore FT BA Bee AR. EA 
Fe GO A RTL UB AY. GAAS OIE Je uh HH EBS. AY 


结论 。 
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三 、 随 机 比较 定理 
1, RAM SR 
KR BLES Ito MP RE, 
dX =X, dtto (X, Od, 8 CG =X gw) (6.10) 
ERE OA a RE x 
BECTE XJ E oe CLE XJ, Ex). 
W ae Y k BEAR Wiener LIA, Liga tg tad. 
ARISE KORE wes E ERO LOI 
定义 5.6 ir) YGANET LWP, Mira) 过 
PRA C10) CA, WT EEF hl AG, 个 
等 式 





ACE (5.1 
成 立 。 
Ji MLSS OLD 的 反 向 不 等 式 奖 似 地 定义 ， 
定 建 5. 谢 ( 最 大 解 瑟 最 小 解 存在 定理 ) Ris 
(HD). REM LAM, EI 
BCX.) + lo (XD St MIX) (XN EExJ. 
(H,) .Xelo EEF WO, WH EX gw) |'<C,, 
REPRE CLO. 
(H,).(a). CX, ot, PX ERUPT. 
b). Dos Dd- oP, IShle yl) 
(TH FER KTS. 


这 里 ， 对 得 一 各 hE, 站 且 [dsj 有 (= oo AGL TE 
Jot : 
ETERRA. To 
DEI Aip RUE Ma A ETE. ode) aS 
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Teak ce fe BS UY. 
让 62>0， 全 得 i:g| 志 DL， 斑 考 虚 问 题 
dN SIDAD + eldi to tA, Ddw @). 
V €tg,6) =X +. (5.12) 
We, WEG KEA i HTO. AE coe Py ArT 
Jes FAG, £7 Lgi 6.19 HAAG, 2). th Oe, 
Lase WAI XX Ge), X= XC, 6.) PHN 
dN. = OX +ejdt+o X,, od, 
X,(ig) = ot Es 
种 . 
dX, = [AX a D te jdi taoi ta G, 
X = Ao tes 
WA. PERRE ST, 4 
X Gpe SN e bods gs 
RG EOT Pj ed, BE kool, c0. 则 最 然 
人 《CE 亦 是 一 个 递 降序 A, Pee EAE RIE. 





rt) = lim XC, 6 Eps ad. 
nh A Cig) = Los Bil 2 需要 让 RH T (O ihiak (5. 10). Wy IK. > 
Y@=X,+ 人 BF) sds + ‘g(r 8) 8)dW (s) ， 


Jom arte tase» pH b-roohtt, 在 .上 一 臻 


aX (is 3,0) -——>b ir (E) ot); 
ot ED 2-0 (OD 
2 Ub i ba ee. TET EY EAA 


MELX Gee) = POD NI jo ET | [EX Cse) 
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— Br (8) p3) |2ds] +3) Eljo (XCs, 8) 58) 


~ arts), 8) ||? ]ds + 3e <8", 
MPF kh t ES sg. 
从 而 由 uenen 不 等 式 、 推 得 让 J, LA 
PIX Ge) -F| ele, 对 于 上 ko. 


其 意味 着 在 J, LA XG.8)- F (),a.s. H kco my, A 
HEUER T rG. 10) es NR. 

FOL EFC AT A SE TE C8) RE FOR AY (B10) 的 最 大 解 。 
ik XC) 46-10) fe ESSE a WAHEED. 11 ÆI E 
AXON G, D,a. MME? EA 

XO< lim EN Sr as. 

这 就 证 明了 此 证 理 。 

. Mea Ee 

定理 5.13 假设 

(i) 7 为 (5.10) 在 7 上 BRAA 

Gi) mæ 

dm =P G)dit+atm, DAW Œ), ma) = Hits 

在 了 上 的 一 个 解 。 

这 里 B()<b(m), D DEI b, OF X Æ 
Fo, A119 SE BE RY, 

Gili) 定理 858.12 的 条 人 性 Hs (b>) Re 
MZE T EH mp X ppm <r@), as. 

CEHI EXU) H 

dX = DX, +8ldt + o (X, DAW Y E Gao = Ko tE 

aE, MPRA A eo. MA M i, ÆJ EH 
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mG). ais. 
HWE F, 有 lim X(e)=r@). i 
”推论 5.14 ETE a.l h, MERER 
BOEDE), E) 
Bilal. WDE M KEON 
mOPG), as EJ pa 
这 里 4) 49 (5. 109 Bod pi. 
定理 5.15 假设 
G) V ECLE x Ei, By] Gnd Piel x, fit Pax 存在 且 
wer, OT XD ECH XE. WANS CO CE xX BLA 
WX, =al X, Dd +G (XO, pdWay (5.13) 
E acOLE:x Et, Bl g €CLB,* Et, En]. 


GECTEax Bs Bais aX, Dg K, t, D. 
IA aX, i= LAXA. 
Gi) (a). gad 对 每 一 加 KF uW 音调 非 降 的 。 
E 
{b}. DIG Gad -Gyw D PSA, tm vs] )5 
(ust), (u, t) EEnX EY. 


MEH Waf q 200, i=l,2 om. 
p+ fala) 
GID r) =r Esun to) 9 [to 随机 辅助 微分 系统 ， 
du= glu, Dat + Ban, HAW A) 5-14) 


FTF tty 的 最 大 解 - 

GV X= XU. Xt) 为 (5.10) 的 解 过 程 ， 其 使 得 
T VX ort Ho B.S (5.15) 
ail 
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FX), DETG, tg to) vas. tt. (5.16) 
DEMI Gh XC oy Alpe teh 81.10) ny se, H 
全 得 (5.16) 成 立 。 GE m4) =P CXC). BPR mf) Stas 
ot JHE DA Fe (5-18) 47 
amt) = 8D dt+ Goad) odd, 
这 HL BO Sal D LFA WO, t) 
利用 定理 5.18, 我 们 即 得 所 要 求 揭 结 果 GO. 16). | 


§5.2 Ito 方程 的 条 件 随 机 稳定 性 
一 、 条 忻 随 机 稳定 性 比较 准则 
FHA THEG DER XOS0, ikii 
b010, e00, Mt eo. 
HE Ot FRY WR HE (5-2) 我 们 也 假 进 
gO, f==0, 120. 
il (BR BE LE F.2D RRB i. 
ELST MOLAR GD. DAT ALB AO=0 LMA 
(CRS). RAMIER, WRIA — e0, >0, to 
>0, 存在 一 正 数 Gee), EX ETO May 时， 就 
Bi Pra |X OLLE 对 于 所 有 的 tet opel) eA Mon A 
44 Bb) HER IB AD . 
(CRS). SePRRGRPL— BS ay, WR TECCRS. 中 AS 
AAR IAT tor 
(CRS,)， 条 忻 随 机 拟 浙 近 稳定 的 ， 如 水 对 每 一 o>, 
e0, to 守 0， 存 在 两 正 数 S(t0) Ml T= Pes 8,8"), EY Xo 
EUo) OM- s 就 有 
Prol |X (4) Le ,对 于 所 有 的 tty + 了 了} 之 1 一 8- 
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(CRS). HP MPIA— RRS, HE CCR) 
Wi od, A Tl t) ok, 

(CRS,). APRAIDES 如果 (CRSD FICC Ro) 
Tay RSP RG Wy 

(CRS). SRM — RIE B 定 的 ， 邵 CORRS i 
(CRS,) KESA. 

AMD TY PAS BUFR SES. D, TSE AY RE BR 定性 
HIREM, CCS )—c(CS,). 

HEM S.8 AFA SEG.2) Wee ILE w= 0 BL By 

(CS). 条 件 等 度 稳定 的 ， 如 果 对 繁 ~- oO, to 这 0 存在 
一 计数 =6(00,8), (iM 

Ss, Fm, =0,4=1,2,-6,h tis 

就 行 


tie . 
WU Cy Hor fod CEs Efo. 
t 1 


(C5,)— (C59) AGE, 

GEIS, 1. MRA=0, Woy -E,, 于 是 我 们 的 定义 就 化 为 《5.1) 的 解 
关于 原点 的 通常 随机 稳定 福 的 由 谈 定 兴 , RAIE 人,2) 前 解 甘于 原点 的 
BASES LUMIX, f 

FERIER A EEPL EAE PE HE ie 
定理 65.16 MAEAEA | 
FR = FE 
BRT AL TG AS PSE FOB. PARAH CH), CH), CHa) 外 ， 还 
ie AL DR EP: 
Hy). CX =0,4=1,2,-+.4, FX CMa, 


CH). FO, =30, WA SPX, OPE), 
imi 


253 


X, DEU x Ei, 
je EON) EVRY, 
则 有 (C5) 坊 (CR50， 
【证 芭 】 iH (H,), TE- KA DEFA, 全 得 
ÈVO, (KN EUME (5,17) 
于 是 ver>d, Oe <p 和 tone, 
{Er 一 min (KD, 
UFG. eon EE 稳定 的 ， 所 以 给 定 的 m* (8’)》 
->0, Ea) HES] — E =å; Gas €.2"7)5 使 当 
pa iO, 
B a= 0, i= i, 2, "h Fit Xij 二 .2 的 任 -一 解 者 有 


nm 
ys tios Ey) <cm™¥ ee, tty. (5.48) 


PLE RK u= F Xo te) AVX OBA OO =O, k 
JEE- TEBE 3 = B49, 8,8"), EMLA Bt MAT 


Su, = > V(X os to0) <8). 


=i 


EBB GD) ARTE XO ty LAG OR 
Oe HURT, XC) =X GATE), MATT 


P (XG) D> Šv, CX (2), Pro td 
i=} 


fa D>trole’)} i 


= [oep AA ale), Pea do), 


FAX (pO AES AY Markov A, sR (5.17) 我 们 有 有 
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Bi VL) D > faya gpd Rte OD) Pro do) 


Som Protte lE Li). (8.19) 
于 十 当年 , EDGY OMe oll, BRAC, SEAS 比较 定理 
5.12.18), (5.19) ,我 们 有 

mt Pru TE YH ED Era EOD 


“m 


SID) r G up fg) mE, >to 
i l 
Ril 
P yoy {t1f8' ) <t}<e, (6.20) 


让 84 00, 让 三,20) 我 们 得 到 Prorat (el Leo} <Le, He 
X,ECUM AMG it, RA. 
Prot |X) |<e’, APTA tty} ole, 
320 BE HE HY TL FA BES DRT LER EL Ee. 
推论 5.17 假设 存在 一 个 函数 | 
VED =F X, Dp k na EDV 
除 灌 是 定理 5.46 的 条 件 CA) RCL), (Ho Sh if gf 
(Hp; Haa 分 别 DAF SURE CH), Cres? RRN: 


(H). VED) <0, (Xf) CU) x Ey. 
， av ; . . 4 

(Hz). op TET, pao, (X, i)EeU) xE +, 
W BL BE CS 1) RE LIE Ee RI. 

只 要 注音 到 ， 出 条 件 CH’) AKH 2) RAT BH Bh 
二 .2 化 简 为 

ul =O, Ulég) = Ups O, to0, 

BR WARES I BCE 9, Me He PS. LO Be, 
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&h=0, YM» =E, TRESI R EE 5.16, 
我 们 个 难 建立 利用 向 量 Manyas A 3 36 H ae RPL R SE 
(5. D PT EUA BA W REUL TARE 性 的 比较 淮 Wi, 我们 将 
其 作为 定理 5.16 的 推论 ， 简单 的 陈述 和 如下， 
HEH 5. 妇 ”假设 弃 在 -一 函数 
V(X) = Ra, YT 
济 是 定理 5.16 申 的 条 件 CHD, CHD, CHD). (Hos Wy 
系统 (5. 思平 几 解 的 等 度 稳定 性 ， 就 有 随机 系统 (5. 了 0) 平 几 解 
HY BAL RUE YE. 
Bok, OPS. AE BAB be ae HS. 16 
Behe 5.17,5.18 Waist, 
定理 5.19 很 设 存 在 一 函数 
FT = RT 
除 潜 是 定理 .16 PAE HoH) Atto 以 下 面 
iS ie EE Cis?) REN: 


(Ha). bX) <3} F: x, #)<a(X), 


(X,H EU E 
这 里 aX), bX) E PH WA 
(CS,)=3(CRS2), 

DEWI 根据 定理 5.16 BTN, AFOD FA pk 
Ai SORE HD, TEBE 5.16 的 诈 明 中 的 Bi 与 和 D 
Fy FETE thy = 和 to 0 时 。 除 使 得 re= 9， 
i=l, 2, wst Korto) 外 ， tH et MR 

Sue SP AX ote) Salk). 
aC) SY ie) YR AE POR IR Le te WB = Beed 
etl, Peay ies, 有 
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ra 


Duos EV (Koy fe) KK Bin 


ae aol PF AWE Sh ose 5.16 完全 相同 。 

(JE, k=O, BITI RAH E JJIamyaoa HP E+) 
SE EBL ABE G. DAIR, BCP TS ERE BERL — 臻 稳定 PRAY 
Le eH ay 

Ca15.2 pÆ h=0, m1, WEES 16 ie 5.17 LA Re BS, 19 8g 
4029 aR Aaya 国 数 衫 应 的 比 忽 准则。 对 于 村 亨 系 统 (5. 拉 7 的 相应 缚 条 水 更 
AmE GELASTER. 


二 、 条 件 随机 渐 近 稳定 性 比较 准则 

起 于 个 站 过程 的 比较 定 盟 ， 美 似 于 条 件 随 机 稳定 性 的 比 
PHEW, Ea Bae A PERL aE Bae PEA RE CBS 
STS EC LI) ,但 在 实际 中 去 学 求 满足 定理 5.16 和 的 “条 他 等 
设 浙 近 获 定 ” 的 常 微 辅助 系统 ， 一 般 古 较 困 难 的 。 为 比 ， 我 
位 其 于 非 停止 过 程 的 二 较 定理 5.3，. 利 用 .上 和 款 不 等 式 涪 建 立 
条 代 随 机 浙 近 知 定 性 的 比较 准则 。 

在 纵 出 茶 件 演 机 渐 近 壬 定性 比 加 淮 册 前 ， 我 们 先 让 央 一 
TARE 

5385.20 Bike TMK 

VO = FXp Pa FD) 

Brie Wt 5.a PASE CH), CAL"), (AL) Ah, WEIS 

HOY. FOD SM DSa 


(SEERX BE,, 
这 时 af ea. w 
i) FAX’ Ds Atis l, 2em E pR, igi 
BY OD. RAGS. AAO, 


Lad 


ng 
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GD 随机 系统 (65.1) 的 平凡 解 是 随机 稳定 的 . 

[ity] 

G) Hi 比较 定理 5.3 的 证 明 可 知 ， 对 任 一 ftp Oo, Xo 
GE, Ex, (TOD ,D1 在， We ALBE-- 3b eh az 


ta 


Bx. ( Fee IV (X68) Jas (i442, 05m) 


Yee, iH Ito Ast, Rik 


V: CX atst) = FXG) 5 t) + f K: 


a OF 
+ EV UX, oats | P Ox-0d GP 
Ltt, i=l, 2p em, (5.21) 


iS h ef CH.) 及 Friedman “7! 的 定理 4.3.1 知 ， 对 任 一 
tips 
TAXO, Da AAW), i=1,2 e,m 


FBR, T i= 1, 2m 有 


Esai TEOD xo (XD, A ODIN, } =O 


a. 8. 


IHCH,*) A 


(" M+ DV (XD Jarco, j= 1,2, pm 
fa E - . : 


所 BA 
Eral LEZ +E (LOD I NEO, as: 


$2 1,2, 0, 


258 


F Hy GS. 21 47 
Ey dV, (RAY | AOSV CY DG) 5s a.s. 
Ci=1,2,-,m). 
ah ENE OX 3,0, 47}, @=1,2, -- AIEEE BR 
《ii AI-F PCY, H ESE BV (0,2) =0, kext Ve 0, ec” 0, 
foe U, 总 存在 一 正 数 G= OC fy, 68’) Ce’, lX aR, 


DV (Kote) Cate’ dee, (5. 22) 
ep, yA G) MV CED sy A #=1,2,--,m IEE 
a, 从 i 
Erm, N) 
{HAE TR, FAL || 26 I, HE E BERAT E (5. 22). 
4 
Pros { sup 3) VE DD Sate’ )} 


EV oto 


FB A RPE CHL®) , AEE LH 
Protea { sup |X G) [ore } Te, 
tuto 


NAG HABLA BEG. DA EILA A RL Ee AM 
定理 5.21 Rie MAA 
KFX, D= 0, RD, VR, 
BRE SERS. 20 «Bik A CH) — CH) ob, EAR 
4). F.C¥,O=0, 51,2, ehs OE XE Maa, 
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(CSD CRS), 

KEYI 由 引 理 5.20 4, (5. DAP JL 解 是 随机 稳定 
Wi, HEAP RER Aie AN 只 需 G.D 
IE PLAE E E RELEE a faa ag BY 

Verd,e 0,20, APS DEAR eRe 
渐 近 稳定 的 ， 故 必 存 企 一 个 3 一 5 DOM T =T 2,2) 
>0, HM Èu AO, 1=1,2,-,n ay, AGDA 
任 一 解 都 有 

Shults tD Lae, tttT. (5.23) 


wH y= City yt Hige sung? s TEIE y= VEX, sto) = 出 于 
V(X, DIES EVO, D =0, He Ae — il 4, =a, (O<e, 
fai |X, cd, 时 就 有 


Hk mh 
Si BEE ON fg 208). 
$ oi acca 


VENA ED Bo) DA eaol, FHA EP Crs) “9 HG See BEB. 8 





Hh m m 
Er DIV XG) = ME CXC) YS rC E uy by) 
pod Be-] pæ į 


eale jee, >h +T. (5. 34) 














Tih gie. 20, WEE Xo EU Go N Mews 
(EFA, A. 
. Val ` 
TIE bit, WAE LRT EAEG. 20 A 


Peal sap EVAO, Dale’ d} 


tatap T vE 
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Eam VX +F} to TO 

ate’) 

HEIE R RE TA) ,不 难得 到 
P ail Sup, | X(t) | See’ je, 


从 而 随机 系统 (5. 1 的 平凡 解 是 条 件 随机 拟 渐 近 稳定 的 。 i 
HRED PERSE PE, OF BE OL RE 
《5.1) 相应 地 可 得 条 件 随机 渐 近 稳定 性 的 雍 较 准则 1， 
令 p 一 0, 则 Mo 5 一 Bi 于 是 由 定理 5.21， 不 难 建立 利用 
any son 函数 来 判定 随机 系统 (5 .1) 的 解 ， 关 于 原点 的 
随机 渐 近 鼻 定 性 的 比较 准则 ， 即 下 面 的 推论 。 
推论 5.22 假设 存在 一 函数 
VIX = C VICK, to VK TD)? 
满足 定理 5.21 HHAH, I BR RG ,2) 
平凡 解 的 等 度 拟 新 近 稳 定性 就 有 随机 系统 G.D 平凡 解 的 随 
机 新 近 稳 定性 . 
定理 5.23 假设 存在 一 函数 
POX 8-0 mT 
除 满足 定理 所 21 中 的 条 件 CH"), CAs"), CHa"), CH") 外 ， 
DAK BEAD SR PEL) KERLO. 
CLM). al XD <EKO<BUE), 


me, 





CA 站 € Hx Eq, 
其 中 alr), 8) EX. 
W | . 
(CS) (CRS). 
LEW) ARERR DV CX ote) RC M 


` 261 


TJEN G. DAT AL a RL Ee A SE EE 
机 一 致 稳定 的 ， 

BLE, HOCH, WM BHE—DRIKRYT i HY TK 
5=548，8 Ve, MIX 1d 时 ， 就 有 


EV Kote KLUX Late je. 


Po» BRACL EUR MEN G. DM RALA PBL M — 
Meee fas BY HUTS BF (5. DAE AEA PE B a BR 
rai ne fia 5. 20 Pay S Ry ie. 另外， 在 

IK = tl nds 使 得 Wins =0, P= 1,2 
a VX gs bg) Sigg FEEL 





2 r= BU Xo D, 





kip X GMa ay. MT $ fE, Ht ihi SE e ATE 
A AA BO CA, I eimai, E a Br aye’, 
eX Cr O NO Ma ts WA 





Fns BOX) <a. 


TAP TRA GR SPS. 21 cee, 

Mh=OR, JAY Maros Be oh al a 2h ou ae 
B25 ACHE pE m ft TWauyaos Sy be HE ean a C5. - 
下 几经 的 随机 症 父 稳 定性 与 陆 术 一丝 完全 稳定 性 的 比较 淮 
ile FR EF Gg THOS. 24 (HIRME Ju 

定理 55.34 fe E528 MOLS, Cri), H: BAR 
LÐ BÆT E. urA aR FRE CB. DE A FE 全 
aaie CW RoE a Beh) TAREHA 5. DOF H ie RI 
HELE a EE FE C BL- -Eroi TENETE). 
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[25.3 GUL R=0, m=i, WEE 5.21, Z4 5,23 0 E E 5,24 ok 4 


BEJ Eu p suey 4 Op BCR TY Coa aE m (PEE A e E2. 
GEIA 随机 系统 55.1) 的 平凡 解 是 称 为 随 视 完全 稳定 的 ， 如 果 它 是 随机 


Ree, FANE ADO, 0. eo tee Oo, AE —IERT = T(t0,6,8/ 4) 


使 省 1 Xo | ett, Eh 
Proof | X(t) | <e, SEM Be tte tT} >e. 

HO RAH- BEA Tae. SURE RM EB bE OT 

lat ap a 





: EBE ATES DA E MER E Oh Ane ee ads 
eG, S0, FA- TA PHT eA Ey 


wk 

S wedh GET 

igt! 
th 
Suh, oe, taht, 
i=l 


ERRI Py tH 
OEM, HAERE KBEN, 
SRE, HARM REEBEN, 


E 








H i RS EASE AT. H 
HIZR. ane ead 
eee VE, WREE 





M 
= 


RC RLPST TARE MIME, ARMA fak, 
WSL RCP Wo BURL ARS Jy Bei i PF ERE HE. 

LX (t) = ACN Odit ao (XQ), 0d), 
X (lg) = Xo EB), as. (5. 25) 


te 
g 


w, C8) git, t) 
X= (mC) ls (Xi = | era( 
rt) “os X,0 
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© leet L-e* et — 1 
A@= | -etl Ltet er-l 
i gog? giog et+e% 
W(t) 为 标准 的 纯 量 Wiener TA, #8o0o(X, DHEN 
这 人 DA。 进而 假设 o (0,0, EE eB 
Lo, (8,8 to -—o3(X,1) 7° ` 
<A) (a, + T — g)? 
[oR — TT to Td) 
LACE Ch — Ba t Pa)” 
C-ot TLX, DH +0,0X%,0 7 
ELA C-— @, + oy H Ea)” 
这 里 和 (BD €CLE BEL, °°], 
Roiw=8, iid Jlacyuos ai, 
VX = (+, ~ 2a) a (01 Hat a) 
(- a, +a, +4,)4)" 


| 
! (3.26). 


因为 ， 
SV, H= Ceca) tay + Gem ted + (eg ey} 
_ + (2, — 2)? ], 
Fa 以 
3 
(2,7 + ay” + Us") SV Xx, DLS 《人 十 人 + wy} . 

i i 

EMAL CS. 26), MIR IATER 
EV att LAV (X DEJE CE,’ D. 
(4h + ACU, 

(de + hE Jats 
(de7 + ROD Jua < 
Bid glu, pyp u AMA. JERE — CELL 人 不公 Ae Te 


gQt,t) = 


264 


BOGE As MELA ija BRAY, Te) eR ay 
co X, H, D -ANVAN DC 
(X, €B, xX EY, 
EEL A= 1. TY CA BR 
w= yu, ute) = ugor ü (5. 27) 
PDE wie 0 的 和 解 为 
0 


usoexp{| Cde +A) Jas} 


1 (45 thos to) = 


uuexp{| Cde + ACs) Ids} 


iy MAN BIRR G. 27) AE ARIE AR A REEM ELR 
5.19 的 让 有 条 件 均 满 总 ， 因 此 在 二 维 流 形 


Mn = Moy A {a satay ey) E East, + me = ma) 


HK OE Fs FHA 5.19。， 我 们 得 到 随机 系统 (5.25) 的 平凡 
鲜 记 信件 随机 一 致 称 定 的 . l 

“FRR A AAH tt JD ery gon Pa Be DE EE Tho biti 
HORST ALA SEL ROBLES RE EAI. EMER A R 
84 ,4 中 的 例子 所 见 到 的 , — ALK. 向 基 Hanyan Bae 
于 纯 量 Jlanynos MM, 因为 对 向 量 Jlanynon Mik, H 
对 每 “分量 JIamyaca MAM EORR E g. CFE 前 面 比 
TEE m p AAE). 

$15.2 考虑 和 直列 ito 随 机 微分 过 程 ， 


dX) =X OH, Datto (XD AT D, 
A Oy) =X (CH). @. 8, fy. (6, 28) 





其 中 


K _ ae + / 
f 2 mpsint expl- tiet + 22) ] 0 
\ 0 -v Z meint exp! -ilei tw) 1 


Wo A CAE RHE Wienir 过 程 . 
PIER bX, D,a (X, 1) IE (AD ICAL) im 
= 2, If aS Jlanyuos AA: 
V(X,#) = V(X) = (9, 4,2)7, 


二 为 Er. H smtm, MARTA, H, TREA 
fE), CHA"). m 可 得 


: bat 
ov SIVZ.: i 2isintt-e V(X, 0) 
a Z a 
dt 
\2intt—e Fali) 
= gV(X,0,0;5 
这 里 
F in 
i (sintt—~e Pty i 
gust) = | - 


= ! 
i 5 soon lit f 
asint- e Jua ` 


DIL gD LF u EMA HH te ETH HT FA AE RE 
B JERE S tE"). 
Myg VD WEAH), AE Pe, 


e EFX so XG), ' dt 
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T 
<f ELS (x, (4) sin?t + Sra (E) Mein’ fat 
ta 


<8 f Taint E|X (2) Hat. 
fo 
HHE 
E { sap |X (2*}<<O8C + EX O 
age er 


= OF 1+ |X na. 
这 里 的 OF RL— AP DLUK F T m 及 线性 增长 常数 工 的 正常 
wm RSE 22, Pre 


fE NVX Oo CXC) A) Il Pat 


. T 
<E [sup [xo | J) "ssinar<oe, 
tomar fo 
ig V CX) Ha 28 fF CELL) 
Ae SS A B 
ul = g(t, t}, wtp) = ty >, 


其 解 为 
{ : i 
| usexp[2| (sin*s—e das] 
TCE uo fo) = | fe 7" 
| > 上 so. 1+& 
| regex pL2| (sin’s—e dds] 





B WEEP FL w=-0 SEE A, HC EOS. 2d 知 随机 系 
Se (5, 28) RPP JLA E BAHL T Se Re BD, 


85.3 It6 方 程 的 条 件 随机 有 址 性 


本 节 的 月 的 是 讨论 TtG 方程 的 条 件 随机 有 输 性 。 我 们 首 
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SON el lte FRESE, ZR ER RAR 
性 、 杂 人 注 随 机 终归 有 界 性 及 条 广 随 机 同等 终归 有 界 性 约定 
义 。 这 些 定 祥 是 常 微分 方程 中 相应 定义 的 自然 推广 。 然 后 ， 
在 这 些 定义 及 基本 比较 定理 的 基础 上 ， 建 立 条 件 随 机 有 界 
E PERL SATIRE. SAP LA Ee AL 
la] ES ES BEE. SR BLE SH BL a 
I — Fe BAT TR HH GRE pe EENE D A APS PE 


一 、 条 件 随 机 界 性 定义 


定义 5.9 随机 微分 系统 (5.1) 的 解 这 程 PO) 是 称 为 ， 

《CRB,). 条 件 随 入 有 界 的 ， 如 果 WNW veot. a>, 
LEETs JW B= Bw, a, fo)» (i Xo CU la) N Ma- AD :可 

Ps |X) ls Ry TJ Era ital- é. 

(CRBS. eR OMAR, WECCRBY HY S+ 
to FE, 

(CRE. SAPP BA, oi Vel O.c7>0, 
EER I EAN=Nle), P= Pls,a,t,), iy Xow 


Meany Hes 有 
Prai XQ |<N WH bets Thole. 

(CRB,). 条 件 随 机 拟 一 至 终 SUS AF, WR (CRB, 中 
ies rn ay i fo JEA a | 

(CRB,). A BEILER ASEE, RECREO SCCRBO 
EETA 

(CRB). SARA -REGAR R, (CRB 
CCRB,) H MAY. 
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(CRB). Æ PERL Bets aa, 和 如果 对 ver, 
a>, i EEn JI MNAPAT æ, ato 使 沼 Z ED (oa) 
f M Gen Fels ay 
Penil XO LN, BPH fete + T} >l- e. 


(CRB). RAMAH- E ASA aAA E 
<CRB,) RÉ T ARI fo 

(CRB). ARRES 在 界 的 ， 如 果 (CRB) 
(CRB) Al ‘ef ese. 

《CRBi， 条 件 贿 机 一 致 同等 终归 有 界 的 , Wa (CRB, 
与 CRB 同时 成 立 。 

EREE h= Ons Coit Meay= BD 就 化 为 通常 的 
HELA FR PER ee C MHEAS. 

对 于 常 微 辅助 系统 (6. 久 ， 我 们 需要 和 应 的 定义 (CH 一 
(CBs). 

35.10 常 微分 系统 眶 .她 的 解 是 称 为 ; 

(CB). 条 供 等 廊 有 界 的 ， 加 果 对 We>0,to EH ,3 下 
HE B= Bla, ty tiM 

> Uy Uy Se, =O 

Rt, ICS. DAESH evot > ST 


È Uliso fo B, itp 
(CBD (CB) TAIE, 
二 、 条 人 性 随 灿 有 界 性 比较 准则 


FEI G.22 Mi E ARA 
PXD = PD RD) 


WE PHA E: 
(H,*). VEC x By Ew Woh eV rx w ExE 1 
Aik Ae S: 
(Ad. gh X,0,0-aV (OK, & Et 
(XY, €A xX #,; 
(Hy) BV (BDO LAV CR DAT, D 
(XA CH, XH; 
a). VE, D=, i=1,2,--,k, A X EM; 


HSECLEL, BVI, E24 roo Hh, bir) eo, 

由 

(CB, (CRB,). 

[WEH] 从 基本 比较 定理 5.1 的 证 明 ， 出 条 什 CHL), 

CH.) 有 (不 难得 到 对 vro, HV CX ario Sto, 就 有 
Bra (XO) DST uo do), Cele. (5. 29) 

A XG) = XGA) X EU). 

MA Vero, «0, 

a, = sup SV OX yt) 


se CI 
Wie, RHF a, to; HEF (Xo. ta BADEA G. 2) 
REE PERERA, HOW pa, Mig CH, TETE IE R 
B= Pa Cony ta) ,使 当 

twa, Uy = = thy, = OSs 
对 (56,22) 的 一 切 解 都 有 

Sumo #0) <Aie tty. 

E a, HORE T: asto MER, SEM LAK BL a, by. 
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J Frits FH CAs), 4 co it, br) co, ee ie TER 
£ = BCE »8} >a, 使 当 rT BT Bir) By /s8, Al Bı 1K T 
to ft & XPE MT «8t AHD 及 Markov RX (H 

Era BV Ao] SVE 0, DAP 


{Tiof ajat} i= 


>| BX (%e(B)) PaP xato 
(Tref ejt} 


= (BP roto Tr 8) Ct 
PEP rotoi Tio (B8) <. 
于 是 由 (5.29) 推 出 ， 当 Xo ETUC) NM a-nis 有 
Pvto {Tro (8) RSE 
让 tseo， 对 上 式 取 极 限 就 得 到 
P soto Fig B) 99} Eu 
RHE, 3 ye>O,a>0,2,€H,*, 3 B= Ble,a,ty >a, E 
A ,EU (ea) Maia Abs & 
P rool |X) |S BW Viil- e. E 
HE 5.26 假设 存在 一 图 数 
Ver,t) —{V CX, 8 Pm CX, BT 
除 满足 定型 5. 25 mA E), CL), (He) bbs ORAL 下 出 
Hf 
G. a CX.» /Gt<0, 
ia e OF (X48) 884+ LD VCXO SO, 
I BASAL FA BE CB. 1) AG ee FE AT LA A 
GEI POR ROR REG. D 可 到 如 下 形式 ， 
wsO, ult) = u0. 
PUK CCB Oise, MRM 5.25 RHE Me. 
EEDI i i A 


VXD = VEO. Py (XO. 
Beis bse HE 5. 25 hgg Eh CHD. (Ha, Goa GE 
AL PI, 
CHa. &€|X pat Èra, Daal A Y, 


{REEx HE. 
这 里 avr) EOLE,, Eh by) ECE, nE 且 当 7 一 oo 时 ， 
biroa. 
Ey 
CB} CORB.) 
【证 要】 REER 5.25 的 证 明 中 ， 令 


a= sup a(|X |) 
AXCUlas OMI Ay 


JE LA FA BE (5. DA IE CR i BRM FL D. 25 
WIPPE B'S ty HK. ATT PARLE G. 了 已 解 的 条 件 随机 有 
FTI Ay AR EE BIL aA R E. 


. Hr PRA BLES H A AE E Be HE 
BPM 5.28 MAE BK 
VED = VR VX) 
除 清 足 基本 比 移 定理 5.3 hEarT, CLO, Ca) Sh 
SENEGAL. 25 PRAE CG), Ce). SN LAA. 
feat & CPR a. 
【证 明 】 出 $5. 23/985. 2048 oa) ,), 47} 2=1,2, 


ym TEES A EVAO, D, ABEE EB ie 
ELEREN 


Èr. (X arto 
Pyt {sun SYP; (XO), i! S we VADO 


tata i=l 
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WV CX Os, AR yabo, FOF $ asa (e,t, Him 
AE TO NM mh}, 


> Vit Xs fq) Say. 
EMX EUO OMe nit. Æ 
Preys t sup SV XO Dp Safa. KRDO. 
Hi w= o,/e, WX X.6 lO OMe» 有 
Pre, (gap (XH D> eh Se, 


H rce Kt, S(rj-co, Bor ye>d, a 数据 = 有 ee 
[E y >B mi, bir) Deade. HT a OHI ont, OREHI 8 
Se LAR BD as, tp Ik, E 


Prit {supl Xt) | >A} SP x1, {snpet [XO |) a,/e} 





<P xs, (sup Sr, (XG, H >a, /e}<e. 


tate i=] 
Fe 已 对 Wed, o>0, tye Os =j — 个 f = Bie, My ty) a, “ji 3 
XE UE) NM kt, MH 
Pon XO (SB, WU tale Bf 
TH 6.39 FPS 5.28 RATE PR, Ay 
(CB,)=3(CRB,). 


Cid mat. 284i, RAL ABE CB. D) 的 解 是 条 件 随 村 
SP, EG, FR RTE RAE OS. Lao OR TT BLT 
Sy BRK. 

HE FBR OR Se ae RE as Lh BERD B, AF os of Sus A 


P tota { sup = VAX) ’ t) >p} 
mtot T i 


ta 
=I 
os 


ias E Brad VF AX Gat 7) tat T) 


A DIr Co + Li torty) » yui, 


H i=l 
MP Val), ih VOX. 的 TEE 存在 正 数 ay = a, (as fy) » 使 
4 XEU wW NG 时 有 
> bX, tg) Sa. 


对 这 个 er 出 8. 如 解 的 条 件 拟 终 归 有 界 性 ， EN OO, 
=T (a fps {E EPA » Uig Ft = ay = OFT 有 
3 Ti CEs Ugs EDSN Vitit T. 
I= 


ae mF Xt ods 战 当 X,E€ Uw NM ae mia 


P xoro SUD, Sy xo, N>wy< L, yao. 


pJ r-roo lif, b-c, fot ve>o, IN sN) >0, EH 
roN ti, AEDS RB w=N,/s, Wl 


Praia sup |X) | D>N] TEP rotot, BoP, bX |) SN, /e} 
fate ls 


anbe g > F, i 六 CE), HDN, [D ae. 


EE, X Yep>0,0 0, to ER, INNOD, T= Tla, t) 
>0, ig METH MONMawh, t 
Prof | XO SN, WEP Bet, + Ppl ae, 
从 而 证 得 系统 后. 省 ARES PLATA. |g 
EH 5.30 假 没 存在 一 打数 
FX, D= WVE, D, Fant X ODY 
Ewe ALPE 5, 28 Ritro IE PAY R fE: 
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gP Xote {su 


SRD La KD, (KD CBX E; 
其 中 ar) CCLEt, BT), WA 
(CB, j= (CRH,), 
LI Lae. HEM 


Cl. SHR BAA He EM 
SEE 6.31 AGP 5.28 ATE E ER BRS 
(5. 2) PSR AAR rsu sto) AT An PATE Be 
对 Yer0,al>0, AL = Tle, a, to 2-0, fie 
Mu ca, Uig = == Ofer t T 
+=] 


BEN BW Cts Borto) <e WM RUB RAE (D. 1) IREA TERUELO 2 


终归 有 界 的 ， . 

CEHI 只 需 证 (5.1) Ade 条 件 隧 栓 报 同 等 经 山 ey 

ay way, MP yal), h VA’, DRE g Pr, Da, =a,la,ty) 
20, (HRW X ETO) N Mam Fi 
$ V(X, o <a, 


ajir œ >0 BN eS, 3T =T Eas fp U, BE 


Tii 
he SM. Hyto tt = 0 


ESG 


Bi W 


Ax 


Er Cis hgs fo) E. 


< 下 


令 to = FCX asto) bd my 2X, € Uie) n 是 fy 
> T(t to) es Vie ia tT 
xs BA Ts EET Ea Balas 4s ize T= T(E, Oto), HIE Ie 


Bh 4s Seok WORE ak He Bee OS. 8 HY Xe EU Co) NM aa fF 
Pral sup SV CEG)» 1) >a} 


LE Bx > V(X at DY, fot T) 


m 


L 一 
So Cat T's os to) ef Var, 


Lb iml 
Ro SOO HIER, IN D0, Gyr > Nit, AOD, A 
may 
Poot sup |X G) [> NPS Pan (sup IXH fy 1} 


KPa Sup DV (XG). DSH <e. 
FAG at Yel O, a0, tp CB's ANDO, T = P(e, as ty) (8 24 
XC Ca} em 时 ， 有 
Pr |X @) LSN, i tt Thale. t 
HE 5.32 REHE S. 1 RiP AT AKO RM Sr, ON p 
HRG. 1) EE BL 同 E EELT 
W532 ea TH Ito 随机 微分 系统 ， 
dX (D =BG), Dit o XW, dW 0) 


Xt = Nor a.s (5.30 
aor 
BX, i = (ETT ) 
— iz, t) et ， 
ELTet 0 s 
X, i} = 
oa 人 0 E Het ) 


W OCOD CG RHE AE Wiener 过 程 。 


a, or 
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wi G 


w+ ws (Xt) <a? + wo? + 1 
a (X.t) /dt+ LV CX, 8) = — 2e 4 + QoL y+ 82) 
~ et] + Qa l— (a+ w) oF] + (we, te 
y + (a, +e t= — (pts) ED 
[B10 LOOP AKO,0 dt 


T 


Egar, (82 PCH + ©," Z(E) Bin ty HE alte 3t] 


wis 


<f E En (C201 Cb) (ay 4) e 1 (Bana £) (ae #671) 1? Jet 
-f 


ARCH [XOEL t) + 4C + (Xal Ce 2 


naw <oo, Yi >to. 
FC, CO, ALA PRA, 
seine. 
w = ute, ult) = 0, 


FER OY rO rigs fa) = OTH ge EH FET OO, Eka. wih, 对 
Yell,a>O,t,6€ Ht, BA P= The, 0, ty) OG, fH H Uomo 
tere tilt, fr rO Host TE PALE: 随机 1 系统 45.830) 的 解 
Ae fe VLR SE OI Ty FEY 
宗 理 各 .33 RN Fi A R 

VOX, = Fy CX hin Bs 

pep ELUM 5.23 OZR EE Sp, IIE PLP LE RLS: 
Èr, (XDXD, Wek xk, 


其 中 a(n) COLE,*. By]: Jt AW PIMA. 2 RR 
1 (43 tps fo) 具有 如 下 的 性 质 ， 
e000, 习 一 个 与 去 无关 的 = 二 ae) D0, 使 当 
Su, Sa, tg ety =O, Petot T 
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a 
= 1; (4g tgs to) Se. 


Ul GWE BASES -1) AY HE Ae E REEL — Led Ty A 


§5.4 It6 方 程 的 指数 稳定 性 
与 几 平 必然 稳定 性 


—. lo 方程 的 指数 稳定 性 


微分 方程 解 的 指数 稳定 信 是 一 种 性 态 较 好 的 渐 近 和 多 定 
性 。 这 -一 段 的 上 Fi 的 是 利 用 世 本 比较 定理 较 系统 地 研究 一 般 赣 
H lto 方程 艇 的 指数 稳定 性 ， 建立 随机 指数 稳定 人 性、 指数 
稳定 性 以 及 几乎 必然 指数 稳定 性 的 比较 准则 ， 这 样 就 将 
Leo 方程 解 的 指数 稳定 性 与 相应 的 常 微 辅 助 系统 解 的 指数 稳 
定性 建立 了 直接 的 联系 ， 而 且 指 数 p 稳定 性 与 儿 乎 必然 指数 
稳定 性 比较 准则 的 特例 即 为 Nevel/son 和 XacOumuncruh 
的 相应 结果 ( 定理 2.86 及 定理 人 对) 。 

ERETRIA O.D 有 解 XC <0, RUBS 


d(0,#)==0, o(O0,t}==0, 10. 


PAPA BE, FONT NGA BECS. D H m= LIE Ay AS be 
的 相 放 辅助 系统 ， 即 
wg uligd = w0, (5.2) 
HU Gp. g €CLEy x Hy, BIE gee DA hje t EE, s 
AT u Ry EL 
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Cag). bsg, ty) GS. 2)! 存在 于 Et 的 最 太 解 。 

(as). 9(0,t)=0, f>0, 这 一 假设 也 意味 兰 (6.2)' 的 解 
dk AR. 

定 久 5.11 MPLAB. A ABE ROM, 

CRES). 随机 指数 稳定 的 , a vero. X, CM), teed, 
3 & A>, Ke) 0, 使 向 


Prroi Sup|_X (8) ee} sc (2) | Xojexpl — H(t- to], 


对 所 有 的 itoa 

(EPS). Sp BH, GW SVX CH, 0, 习 数 
Kv, BO, Was 

Eyal XC) PEK |X, | ep- B 499], (p>). 

如 果 p=1,2, BOR A A ATA Id (I A AE E 
THR ESE tk, 

CALS. E.D. LPRDRBSREN, GE VE, EEr 
fo, 习 — ay Re al BRET XL, to H ILEEK, 
Fo) ,全 eis 

[ACH | SKN, t expl- atsa. s. (Pras itg 
HTH GOAT EEG. 2)? RETE 
ELL WARE. D MOP J Ae WOR RR 
We 

(ES). SRR Bea, WORT Vet, feet, BH 
BO, EDO, EER (6. D 的 任 一 解 us Wo to) BE 

vywo to) << Kugel — A= to) 1, SEA Wate. 

EES. (随机 指数 稳定 性 比较 准则 假设 存在 一 
BCX EE TA E: 
> diy Ve CLE, x By Ei IM PP fi LIES, 
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对 于 ER Xx EE. 

CHa}. APE To toe KF GD IE XO) 

FLX DEX E, D € Myli Di. 

CH. IV(X, DATZ, D0, (X, D EER,X EL 

(Hy. XDA, OCX] HF KD EE xB. 
zH eck, 为 一 正常 数 . 

名 

(ES) RES}. 

GENY sp Vebd, Xch, 0, HERR HRS 
(5.2)' HE Sips SM Ge a Bor a, Aig 5.12, = 
FEAR BO, KO, 使 得 对 村 (5.2)' AE ty os fo) 部 
ti 

uty o tg E n ap EG- tol] FA HI tte. 
选取 am = F(X, to), HWA Janya 函数 和 的 E Ee MS 
理 5.3 就 有 

Ex CX), OS Ai tg, te) KK ety expl- Al~ t0)1 

对 于 所 有 的 tet. (=) 
H185. 2894135. 20 知 ， 对 尾 一 Xa EEn t0, V(X 0, D% 
ELB, WOR IER ARG. RHO ROR 
Ex (XD i) 
ate) 


<E. ‘wgoxpl — El to) 
até) 


_ KV (Xo, fodexpl — A-t] 
E ace} 
< ol oxpc — BU to] 


=K X jep- Bui- todd, fer ioe 


Py fap FEX t), 8) ale} <<. 
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Thue RCH AMES 
Prue {Sapi AX (8) |e} AK (2) |X olexp[ — Al to la tito. 


Wie 5.86 HAE Te - ERV COLD, BRU ae TS. 4 
PE CH) WCE Sh, Æ ERA t (H 以 下 省 的 ett 
(H,*)' RAB YE, 

(Heo), LENDS OX), (CX, EB XE. 
at Hi A TE E 

HAPLA H CB. DAF NAR RE BD) Sa Be 

【证 明 】 首先 由 条 和 件 CHs*)， 及 (HL 探 证 了 定理 中 的 条 
iFCH{*) Rise. goh Hide PRCA.) ， 可 将 常 微 轴 期 系统 
《5,2) AEFT.: 

uC 

Wek, PRIMA Hy, Beye Pl 3.34 即 得 此 推 沦 。 E 

定理 4. 86 ( 指数 p 稳定 性 前 比较 淮 则 ) RE TE 
pa I CX 4), 除 满足 定理 6. 绎 中 的 条 件 CH (Ha®) Al 
(H) RR ALAR, 

(Os). by |X PSV CX Dr |X]. CL, t) EE x BY. 

thy RIP IEW BE. 

Way 
(ES (EPS). 

CHEWY HVX EN, t0, HTE WH th ED. 2N 
HT AE SE ERREG, Wa EM 5.12, -ATE 数 
Ki > 0, 80, 俩 得 对 于 (0.2 AEE e tos ED RAT 

uCtsity, tg) SER’ wo exhi— S to], tto. 
WER vg = Fst), Meee Janya MA H E BOE g 
5.3 ods 


28] 


Exa CXC), Drg fo) SE! uy expt — BCE ~ tl. 
(6,31) 
由 条 件 CHs) 及 (5,31) 有 有 
kP rra OPEEr (XURDE VX pai expL-B(t—t)) 
SK'ka| Xal expt- A (i~ i], tto. 
从 而 有 
ity, ADEK X expl Bt—t)l, tty. 
推论 5.37 贫 设 存在 一 函数 广 (X, 引 除 满足 定理 5.86 中 
BY RAF CHL*) CHS) Sh, ARE CL) A CH *) ERE, 
(H;*)'. EP OX DE V(X, (4,0 CH, Xx By", 
30 FL Dy IEF BR 
Vl BDL Fa SE BCG. LD EAL EY p 稳定 的 。 
27370 5.34 FRID AEN], EAI. Re AE 
H 2. 86 (Nevel son A! Xacpmunoxut 的 结果 )。 
FEE 5.38 (IL RRR EE EAS e F EWO 假设 
EE BV CX, OEE 4,86 HK Pa 件 。 另 外 ， 
SF RAG Ay 的 假 没 (a Caa) 以 下 面 的 条 件 CH) 来 


HEAR: 
(Ha. geC Lh x E, Ej, gU DIY u 4; A Bj Mie 




















ERRA Hgt Cu, t) 20. 


则 有 
(ES) (A.5.E.S). 

THE) 设 & = wltrtos0) 为 辅助 系统 中 .2 的 一 个 解 ， 
HEF 9 CO, 2) ==0, 220, SPA AE A, SEAR PP Cg) 保证 
T (8.2)? 多 的 唯一 性 及 其 关于 初 人 入 的 连续 依 束 性， 还 有 有 和解 
ult to 0) 甘于 初 秆 wo 是 二 次 可 微 的 。 
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a 
Pd 


AON, Suis CX, 
FA ue = etn 0) BPD wy = (Ose, t). LCS. D 解 的 惟一 任 ， 


这 大 显然 的 ， 从 而 有 
F(X, t) =u WX, i), 0), 


出 Terposer a A nA 8 = K §22 的 习题 知 





Eulis Uy, 9) = expl | girs D, 9ds 0, (5. 32) 
Cup 6 
a4, 上 3 
人 = (expC| gicucs) *SJ0S]7。 | ga {Cus ,s) 


x expt | gituc» vdu yela. 


i CH.) al 
Cults tg, 0) feu, 0. (5, 33) 


FEAT A0, EGG, 
LY (X, D swiss WCX,9, 01+ LW (XD 
1 Pu x aW ow 
t3 2 buy? pa uX, È a a, Oa; 
= (KX, D, D+ LH CXR, 8) 
+ xc 工作 | Cats") 
LyX, E, i)a 
de Ht (5.32), (5.38), WA AW (Y, D0, 从 而 出 85.2 的 引 理 
5.20 知 过 程 W (GDE LE i be Be lO 
CHEME BA, LE BRE REE), SE 
过 程 TY CE GY, HL EE OR he ir 
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XE Entut, 4 foo ff, 


RE — a Pe, Ry 
sup W (XG), E) = ACK os fo) L0; 4.8. CP oro) 


这 里 ACE p to SIE BAHL a t. 
再 出 常 征 辅助 系统 (5.2)' OF RIGS PES 就 六 
FEX), D = WX), ,0) 
<K'IW CX (6), Hexpl — Bt] 
<i K’ ACX,,t,expl—- Bt], a.s. CP rm) 
FE HIS Cs) BITE 
|X| <KCX,, t explatioa.s. (Prd, tts B 
F ARES A yee Bee. dii Nevelson #l Xactmnucry w 
Rai). 
推论 .3 FEAL 5.26 AIT. ELROD.) 
RUT FLA Le a oR JE A Bie MY 
pho HE 5.88 ATH, Ab ao. 








=. lito 方程 解 的 几乎 必然 稳定 性 


TE PERESA h GAL SSE: 
AX = EU Odita (AH, al, 
Xlig) Xalta) (3. L0) 
BEJLERI — RRL PRIR IUE TERE EW), 这 里 ， 我 们 
$5) A REBLA SE 
du = g Cu, Odé+G(u,t)d¥ CE) 
utp) = Ug. (5. 14) 
这 里 gO, D=, 40,1)=0, WAI rupio A Fe 在 于 
tt, 的 最 大 解 。 
定理 总 .和 ( 几乎 必然 稳定 性 比较 准则 ) WAAR 
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V(X, = (TV Rn) 
满足 下 列 条 件 ， 
GJE D. 15 AOS PEL) Re 
GOP EOD) x BY, En] VeV x 和 Fxx FERRE, 
HFPA, DEU xE swe A 
aP (XO) aX, Dd t ATX, O, DAF G), 
(X, DHEU x Ey. 

这 里 e E€ClLU(p) x E, Hal, geClh, x Ei", Em] 
GECLE, XxX Hy. acd, aX Do (Rt,t) 
aX, D =LA, D. 

GIDA F(X, Ð EUME a 47 


bux D< TVX <a X10. 


3% FE ate, PO CH. 

DE) eb REG AE AW FR BE (5.14) OP AML EI SE Bae 
Ho SOT REAL Ze BEB. LOD 5 FLA iy IL OR TAE E. 

WENI EXGH G.I ARRE., PA ERLE Heat 
FEG LBAL MA XO CUCM, tte ÉE 


rhe 





VOX gt Su, G&S. (5.34) 
M 
VOX DET tota), aS. (5.35) 


Th Oeo Fil fp De O WAER. A A BRL BY RE CB. 14 
的 BE we ELAR eh SEE RE A. ASE) Ce) DO, 
ted, F7 fh TE Ue 8, = Â Cty 2). EY 





Be MeO, 


tml 
Fer, RE; 
T lirios fp) bre), a-s, tf. (5.36) 
iw j 
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这 里 wCts voy to) CD. 14) YEE ARLE, RIDER vo 使 得 
F(X osto) <a, WALD) wo =al l Xal ste) a.s, (3.37) 


I a: HEH FERN Rat 6=dt,,e)>0, (HE 
PEIES 





1X, | <3, B. al Xolst ős G. 3. (5.38) 
AUIE S, 3 PTERIS A (5. 10) HIF LAE LS S PE Ao 


Tak 


BERR, Wi) EE RE XC) = Ks Xt), AA 
Ai | Xo] <8, a.s Hl— > t >to, HE 
(X(t), =e, |X ]<s, tC [t,t], a. s. (5.89) 
HT e RER, HERY OC Cl(X eH, | X|<eh CUCo). 
Hi. 35), (3. 36), (5. 37), (5. 39) ABS Gi Ff HB: 
be) = 1X) <P XDD 
< > V Custos te) Be), as. 
这 就 让 明了 我 们 的 断言 。 B 
W5.4 SRL 维 线 性 Ito 随 机 系统 
aX = AG) Xdt+ BO XW. (B. 40) 
REW AS ERE W iener th, ie LAMB B, -Hë 
iy ix 2d PSE RR. Fe 
FX = (XPA), 
RE PAL, WA bO AE 
SP BrP + PB] 
H I EJE i LE aCe) Dy A 
2 Pola) P+ PAG) + BPB)] 
区 电大 特征 人 入， 假设 对 于 a2>0. fy 
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Pfiimsup 1 Cf (als) = BCs) as 


foe tm te 
t 
+ { baw (y<-a}=1, 


mi m SR 
VX) =a CX, Hdt+ ba EAF, 


ABa, OK Lact) ~ FEOV, wa 
a(X,t) = XPR) $ CXT(ATP + PA- B'PB)X] 
~Lcxtpxy? [XT(BP+ PBX]. 
HAS SON $8.1 Ha, ub ge 
du= (a(t) — 5 BG) ude + bud Q) 
WIE PLA AL JL SE) Sk — a ee OK. PRUE, A Ned ee FL. 40 
FS (BLT EC REEMA, (5. 40 A F JLA RIL SR — A A 


R, . 


CHE] 基本 定理 5,40 的 证 明 ， 守 证 虹 共 它 几 乎 必然 稳定 性 tes, — RB 
定 ， 4.9. 渐 近 稳 定 "a.a. 一 致 渐 近 稿 定 等 ) 等 比较 准则 是 不 困难 的 ， 我 们 慷 给 读 
as EE a, 


65.5 关于 It6 方 程 的 不 稳定 性 定理 


微分 方程 解 的 不 稳定 特定 更 芋 微 分 方程 稳 汇 性 和 理论 的 此 

本 定理 之 一 。 对 于 lio 方 称 解 的 不 稳定 问题 的 研究 ， 我 们 曾 

从 第 一 第 第 2 Hep Att Rach wucen nh Pee, ARO 
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AY PAGAL TEAR ACH, Be A ARTA LE, 去 建立 Ito 方程 解 的 随 
[小 各 定性 ， 指 数 g 不 稳定 性 以 及 几乎 必然 指数 不 稳定 性 
眩 比 么 准则 。 这 些 比 较 准 则 均 蔓 售 了 第 2 章 中 Machu nH6- 
K 瑟 站 胸 相 诬 结 更 。 另 外 ， 随 榜 和 不 稳定 性 定理 是 确定 性 微分 系 
和 统 关 于 运动 不 稳定 性 定理 对 于 随机 微分 系统 的 直 按 推广 ， 
下 簿 为 了 随机 系统 全 ,也 有 有 解 在 (=0， 我 们 引进 假 达 ， 
KO, D=0, of(0,)=0, 10. 
PE BO FR. FRAT 
a= Cut), uit) = wo 0. (5. 2)" 
假设 (sD g ECOLE 2, AA g(t) MRE EER. OK 
Fou Ah pa Be, 
Caz}. CE tosto) CB. 2)? 存在 于 tity 的 Hi) Ee 
(as). 9(0,¢)=30, (0 XR LRA. 2) 的 解 是 
AE mB. 


一 、 不 稳定 性 概念 


定义 5.13 HBL AES. DY RE RH: 

CL) LAR BRE AY, oT SE PIE 8’ (<a) 及 任 一 小 
的 3>0, 60, FE PX, (£0), 279 | Xf d, BA 

Prowl |X) |e’, SPE tet pele. 

(DeC>0) 不 稳定 的 ， 如 果 对 干菜 个 正 Me’ (<e) BLE 
一 小 的 589, A Xo HOOR— Pi ete, HS | Kol eS, 
号 有 E ku | (er. 

MITRE. WRN PRAT ER AA Te, 
有 Eyl XC) [te ALX, [texplalt~ t] 

对 于 所 有 tte, X (0) E E. 
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arse g@=4,2, WATER (2) Cae (29), SEAR 带 所 等 
FESS (At ( 指数 ) 不 稳定 性 及 均 方 (指数 ) 不 稳定 性， 

(4 几乎 必然 指 著 不 稳定 的 ， 如果 对 任 一 X (+0) EE, 
neU, 存在 一 常数 了 =0 及 一 个 依赖 于 Xesto WIE A OE 
KX ot), (ai 

[XC SRX o, texplré], tata, a.g. (P xor) 

EXSI 常 微 辅助 系统 (5.2)” 的 平凡 解 是 称 为 : 

CORRE. Ne PHF oO 及 任 一 小 的 aoa, E 
FEAF tty (OVS, D 及 (6., 297 all UE Une tars 
Af Esa Mg, fy) Dey. 

DERTEN, METRAPIEPR BMA, (FTE 
《6. 23) RY — Pie w(t, puto, to) 1B 

u CEs tos to) a> Biex pL EC — 10) js 
REPETE Eta, to (0) E E 

TET :讨论 未 稳定 件 宇 理 ， ERR DRA. D, 我 
LES AER 

Goo. ne. xX Eb, SE eH ye Lips - 
chitz 条 件 。 这 一 很 设 意味 着 人 .27 BREE AS 


=. FRERELREM 
EE 5.41 ( 2 REESE) BEF HE Aii 
OF MSTA OX: 
€H,). FECIU (a) x Ey sE Vaa F ex FRB, 
XECE, D CU xE’. 
CHD. gF, Dt) A jaro, (XD) EUO x HY. 
(Hp. IF CX NT RDN D, (CX elt x EY. 
(HY, POX ck ]2,04%,05 EU x EY. 


Eth k y-- Ee 
SU FAS PA By FEB. 2)! ARE BY AS PE Ef BRL BE 
(5.15% SURRY g 不 稳定 恬 。 
[LEEY 对 所 有 有 0<8<<p 的 3， 由 于 辅助 系统 5.2)" 的 
说 凡 解 是 泵 稳定 的 ， 则 一 定 存 在 一 个 正 煞 6 人 《不妨 设 其 小 于 
kot), ERS = AADO, BFR ag (FOO! 及 一 个 五 
Dotas EA wells Mos to) Deen. 
FHM wo. A&H HD A Ho, — TR EO 
X (£0), (1X ,1<8, 旦 有 
thy = Rt 
JME GSE RE Tlauyaoo PAE AS Lh BES OB. 2, Tel 2 W 
JE Ca, / RY Msi! py 出 有 
Sy los ty) SE xy CX G A Te tD CHA) 
SE yoo, X Ns." YF] 7 
MEFS 
Foyer | GD SEB rol XC A Talo) Sy & =e", 


We TE ML FA HECB DL) ROE LAEE: q 不 稳 宝 的 。 5 
ME 5.42 HGP BRP X,D Be A ee. Al 
eA EECA DA CHO Sh, iE THOS FE 
(H). BPX H >00 
RYE Lep, X | De, E>. 
E ui AL RA T JLA EB BLS EA 9 i 
GURI EEF CX OEM 5. 4 KPI, S 


WX, O= lS XÆ), 
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ci) WE, € CCU Cp) x Hy). 
ik HICH) AHO Wh 


(ii) lim inf WX, #) = OO, 
| Kd te 
per C14,” } ACH), exc jA lo H 47 


LW XD < ney IV OX DSI, 


Mit) FP 2. 25 前 的 说明 知 ， 下 面 的 条件 (iii) 成 立 。 
di 《5.1) 的 解 过 程 世人 归 洱 足 第 2 章 82,6 中 的 条 件 D. 
将 上 记述 人 一 (ii， 王 由 定理 2.28 415.1) Boo JLA 
是 随 札 不 称 定 的 。 旱 
GEI 定 弄 5,42 就 是 确定 竹 微 分 系统 关于 兰 动 不 稳定 性 定理 对 于 - TI 所 微分 系 
ZEH ORTE ( fp lee Ab Cig}, 
SEB 5.48 (HEB RTE EL PEE) 假设 存在 一 
pil PHA et ak V, t) 
(HD. Feo xE, Bi. VV ex fF EASE 
XE CY, EB x EL 
(HD. IHE —T>t, 关于 (6,1) 的 解 过 程 LOR 
V x(X (4), DOXA, t) EMAL. T] 
(H3. EV CX, O >g CX), CX, CE, x EI. 
(Hi). Ey XUV CX, OSE, |X (KR, EE,X ET. 
这 里 kok 为 两 个 下 常数 ， 
ua 常 徽 辅 哑 系 统 (5.1 TARRI A AE TE a E 
机 票 统 (35.1) 平凡 解 的 指数 g PEE. 
Luka] 首先 条 作 (《H3 起 含 了 关于 纯 量 JJanyaca 函数 
基本 比较 定理 5.4 PRAD. 
对 任 给 的 NER CX EU, t220, (GY A ik BBY FA 





a 


AIS 
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(5.2)' 的 平凡 解 是 指数 不 稳定 的 ， 则 由 定义 8.14， 一 定 存 在 
数 了 >0, 有 >0, 对 所 有 tet, BA 
UC Es Ug, o Joe Bu, exp E G — ta) i. 

TERK uty = V (Ngo ty); fit HF A R Manyas Bk 的 基 

KEREM BA, WA 
Exot CAG) uty Uas ty) > Buyoxpl Bi ty) I. 

出 些 及 条 件 (I15)， 有 
kE gaol XD Exot (XG), D Br (X,, to)expL Bt ty) 


Bk | Xa p AES tty. 
从 而 有 


Exs NCO) | AIR expt BE- ted], tty 
由 定 久 5,13 BIS, ARAL AE S.1) OOF ALR E JE hg Hf 
a 时 
Hi 5.44 PURE AH PREV CED, RW 定理 
5.43 rD, (TU) BCH) Sb, mætt (Hyo 以 下 面 的 
Hele As) HER, 
(Heo). VX DEE CX) ER, x Et, 
这 里 为 一 正常 数 ， 
典 随 机 系统 (5.1) 的 平 几 解 是 指数 9 不 稳定 的 ， 
CHE] Hito, 我们 可 将 常 微 辅助 系统 (5.2)' He 
简 为 
uf = ku, vh =t 0, t0. 
BR. CARRE, RHE MEER. S 
[法 ] BWP ROWS AKI MANERE A TER 2.39, 
-E.A ILA A REE PE I) BET 
(6 — EAL A PE CO. 
COP ECL CE AUC) X Ef, Et. Fa Pa, ce TIT AE Es 
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AF CY, €(#,|U0(p) x FT, 
RE UG Ee a. 
GD AJA eV (RI (god), 
(X,2) 6 CREON x BY. 

Gil) AX Dag CX, tt CR CA Op) x at 

另外 ， 尖 于 辅助 系统 全 .2 ， 除 (as) 外 的 所 有 假设 以 下 
ERR TEE RH 

(iv) geClL#t x El, E hga 0% T u A A Ler He 
FE GN gate D0, 

vi EA TD GAS Bh FB Si (5.2) OP LAE AY RE PEA EEL 
系统 (5. 了 下凡 解 的 几乎 必然 指数 不 稳定 福 ， 

【证 明 ] TE ul u OARRA. D' 的 一 个 解 ， 由 
Teho, Hed, DE ARG. TEMP GY), TREE 
T6. 2y RENE PE PP eK AE E A Ae 
UCES ao WISE PEL wy 2 ER A PR EA 

WX, Dul F i,t, 


WAPE 5.38 的 证 法 ， 我 们 可 证 明 这 程 W CX G OO — 
TEAS. Mere BR eB. BEM A CSO EH fy 
30, 4 ioo Hy, BR CX) tO) LSB eR ab a BS AA 
PEAR ie » HEE 
sup (XO), D = ACK, ty) <0, ts. (Prota) 

这 里 4t 玉 ;10) 为 一 个 依 藉 于 Xot ERLE. BE 班 党 
微 辅助 系统 (5.2)! 平 几 解 的 指数 稳定 性 ， 一 定 存 在 数 B 守 0. 
BO, {H FEX] wld ty, 0) A 


uii ug dE Bugespl—~ Bilis feel 





gag 


VX), OD =w WEG), D, OSBW XG), Noexpl ~ BE] 


<BA(X,.t,)e7%*, ga.s. Pre) 
Fi AT Gi) BHIR 
[AW SK(A pt teto, aes. (Prao). 

下 面 的 推论 即 为 定理 2.42。 

HIE 5.46 BUR ESAKA, DE i HE 5 48 
HAE) GD Sh, MEA 5.45 的 条 件 GD 以 下 而 的 条件 
《ii “来 替代 : 

iD" LVAD EV CX, D, (KD ECEN {0)) x E+, 
Wil ll 1 AR BE C5. 1) BIP A HR JL SP PR OR ERE AN 

HEE, HEI’ , RIN ASO MRE G2) 化 
fa A: 





wom ED = 
FS HH ae BB RUGS FETE 


f 注 3 SCTOR FILA ERNA He PARMAR AE, Hadi 
TOE, SFA A RRB ART SIRS TY Be 
IRS C199, 


$5.6 关于 随机 JIsnmysop 函数 的 存在 性 


本 节 的 目的 是 对 于 一 类 非 时 齐 Ho 随机 微分 系统 与 可 分 

离 空 量 的 常 微 征 助 系 统 ， 来 建立 85.2 的 随机 稳定 性 比较 准则 

中 的 站 量 JIrayaoa BCR pr MBL Et PE E Be HE m de 的 向 

id JIanynos 函数 的 存在 定理 ( 这 些 Tlanyror 国 数 ， 我 们 

就 称 上 时 为 随机 Nanywos MA). WE PA E Ag E A e 

身 ， 记 在 理论 上 上 提供 李 以 统一 的 方式 构造 让 机 .Isay7HOB H 
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数 的 方法 ,同时 这 些 存 在 定理 也 是 Lakshmikantham and 
Lela!" u AIP AEE TARE E T A TASE BEH BE AEU IRA 
PEN AFAMAR AE E 
“252 Ti AEN SS Ito 随机 微分 系统 : 
aw = BDX (6) db + (uo CX Ct) dW et) 
XG) = X,CE RD, aes. (5.41) 
Etat Sah Sea A. By Wy eek ee Hy, 
bX) HER RBH, X EE; 
oX) = Cop ices X EE, ol? = Bowl’; 
DCX) To X) A A ae iene {i aS 1B BE 
CAQ,CAL). a BRAT 660) = 0, o0) = 
PAER FF Ito RAR. AL, REA A eB 
DUA Bi) Fe 
dël) = bE dito Ed) 
EO =X EED, as. (5.42, 
FEAR CAL) F, HAURE EG tO} Æ — PE RATT IK 
PUREE, SES — Psp ES Felle if. 
IHRT (3. 41) 79 (5. 42) RR AP SP BI 
EutX, OS s Baw, (ay fe +t X Oe ard 


` ai 
PUCK, OS Zeo] pal ay X dee = 


i=l 


R 
这 里 ag CX). 2 Oal XJT atA’, TIR w= utd ou, 
ETA HEG HE R DR BE 
WD = MD PD U), t (O) = u0, (5.48) 
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g=], 2, pm 
ENF Ga) Nt) COLET, Et], ow) ECLER, Et], 
H. uO, p, u) 0; 
(a). pho Get, 2, ne) Ay H E i JE es Ay E] EAE 
(aa). pCO) =0, i=l, 2em, 
对 于 随机 系统 6.4D HARRER (5.45), HEM 
5.16 我 们 有 下 面 的 条 件 随 机 稳定 性 比较 准则 : 
Wi AE ARV = ED, Pa OT A 
FA TIJA tF: 
(H). V ECCU tp) xE, BAY Va Vax E E 
MF CY EU CD) x Ed, 
CHO. Adie F CX, 0) -F020, 
(XY, COC) KM, =l, enm, 
(Hy). OV /Ot + LIV AED SA We VCXO) 
(XY, EUD x AT, t=1,2,+-,m, 
cH), VAX, D=0, $= 1, 2, ribs MPP AL CAE ny . 





Gid, FO. Ose, FFB VT, bX), 


(4,0) CU) x BT, Bb) EFA. 
SU FA AY PACS LR SES. ID FARR RE SS EEE RAT 
ba OLR SS. ADOP ILAE a EE ae E. 
Salma 1,4=08f (A A=0, M, Mo y= hd. E 


TE AS SRE ADL Re EEA LE BERE DE gE A Be PE r EE BE 
Wia 
—. SFR Tanyi AKAFEN 
BATE REO. fae TELE EGE M Ay A claaynos i 
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Sas eth, RE RHE, mal, A= OF! Ag TEL 
Bea, Ae A i GE (5.48) 化 为 
we =A ptu), u) = cd, (3.43)° 
oA. p OIA Ze TT Cay), Cag), Cad, 
eM 5.51 

BAAS fC): Epo E ATH Borel Ti Re), 

CAP): EE RAT SEE SE 

C8¥At: FEC HFC) =03, 

Fi, = sup [F]. 


GP C8 W Banach CMTS, WCR Y 
Banach 空间 8B RFA. 

nI =| FOPO, X, dY) = Erf Els), 620, 

Er 

AHE Pt, X, 机) 二 Px 从 (七 4}， 对 任 一 Borel RAE Ep E 
Ty bie BLAH] Ba FRE O. ADAE LE Ct), fe Ob BY E ee a a 

is tO) ARITA EO, CO ATE Bay 单 参 
we RTE R. 
Ar 


By Lif: f EB, SW lim Pf =j}, 
Daff eB, AW lim DES = Af = g€ Ba), 
AiG 


ih RAR) ya 
fy UE BR BRE OA, 称 为 解 过 性 从 (中,t>0) DBI 
PEF. DIRA A 的 定义 域 。 
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Wig— ADO, (FARES T. 
REO P op, f(X)dt= E| EHFG) dé, 


FEB, RUSCB GERMABTAAHREBE, He WH 
HRE £0} RE. 

特别 当 和 =D F, 

RFX) = 人 VFX) dt = F Exft€@) at, fE By 


PD AR LAL EO, t0) A E. 
以 duco 1 AAIE EO » tO) AF IL E: 
LEG) tO} = (ECA T(p)), t20} 
MADRS. 
Dino WIN Ape FE SR. 
停止 过 程 伟 CD，t>>0) MET ALE TTS: 
REDS = Bx) FEAE, FEBo, 


ria} ~ 
RDS = Bx| fEG) dt, FEB,, 


引 理 5,47 如果 随机 辅助 系统 司 .42) OP EE BS 
BL ESE Aa, MELIE, te 0} ap ee AEA CT, toe 0} 
对 于 空间 CO* RAR, BI TO*CO*, 

LEH] HEARTED, tO} A Peller TM, 
ROA PCAC, 





Eik, MEWS EC* AVi yp VOIE M=: fi thf 
EREE, ARE PO <p, BH SLM 


G(X) <ie MAE RE EC), 10) ETAN SoL 
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HEE TE. MRR TE MER e <3, SU, 存在 一 下 下 
<p, HeMIX [CBI AUER, 有 

PU, X, BUC) = PED EBITD, fye 
THR We>0, 引 8>0， 使 当 | 王 [<8 时 ， 就 有 


IP FONSI) FOP yaED1 
+i] (YP, X,dY)| 
Br|Utqar 
<{ IAO IPE, X,a¥) 
Uie) 


+Í [FF YIP, AX, dF) 
Eily et} 


从 Hi 
TOrtco*, E 

出 引 理 5, 和 7， 我 们 白 然 可 存 C* Ss Ree EBB 随机 
稳定 的 辅助 系统 (5,42) 的 解 过 程 谷 ( 旨 ;tD0) 记 对 应 的 半 玲 
T £20}, 

同样 定义 G8 (7: E0*, AW Hm= f) 

DisS{f EG, AW lim say = g E Od), 
并 且 也 可 同样 定 广 在 OF L, WREG, 10) WER 算 子 
RM RABAT R". 

引 理 5.48 ”如 来 随 机 辅助 系统 D42) WME, 
tO} WEA t: 

(CD. RHE— IEH eco RIE—X EU, HA 


Pill Ct) |e} Salt) BC |X|), so, 
R FR AA RR Ar BLD BY SE (5. 42) ASN E Sa BLS 
BERI) 

这 里 zt 站 ,42>0 Hh A A A, BrEA. W 
Me tt EL — Pas FAAR ROW CX), 

CB). WX) E Dine. 

(B: WO) =0,X 40M W(X) HERA Fh, 

app EUW. 

(Had. deg (2) <0, 

DEI FRR PRU Co) Sp EPO, AAO) 
=O, XED EUC, ACY) oO Hype AR A, OE 


pe prle) 
TUX å Recah CX) = Baf ACEC) at 
AECCO CE,. 


BHA PEX, ABEDE, BERANGAN 
P(t, X, A) ha DL Be S H— FEC FW lim Tsf = 下， 


WOC, lid Ch=C*C,=C*C=C*,MRECO*= Ch x BD 
Bosco UREN OEE ETL REE CD), te 0} = {ECA TO), £203 在 
BLS RSF. 

445, RNET FCC), EME MN WX) i 
PATCHY, DNBI RS CoC HH BRE SL 

WSK, PARANA) OO) AE FO, 
所 以 


W(X) = Be hX) = F Bh Ett) at 


= tim 二 Behe ta 


AP VI>O, PACS) AGS M E Sete, gero, # 





HIX i<e lt, PAYA e 《a>1), PER 


Bh )= f- hE Prd + {EGY )Px(den) 


Stites 


ae 
BUI 


HbA CCD REA 
W(X) = Ruh (X) = limf” Erh lE) yat 


+i Al iPx{EC) =e}, 








lir 了 . (7 
<lim| = i) a BX | ae] 


= |hIBUX| | adic Mil BO), 


XEM = 上 attdi<oo), 


Hu, BV CL) = Rooh (X), We RARER ( Dy- 
HERING fs L.T O4 WCX) E Dicer ERIE CBD 


Fie 
再 次 ， BIW CX) = Boh = By | hCG) dat, Thi AL 


X EC) (40) EU, Ht ACEC) D0, ae X CU) 时， 
Px{v(py>0} = 1, HOY XO A XEU MH, WDD, 
Boh, BACC*= Ch, AED 
WOOs Rripsh (X)= Big h(X) © Dibo Oar 

Wi) =0， 县 在 UGp) 帅 连续 有 界 ， 尖 条件 {Bs} 满足 

AEs AWO = Brg MX) hEOCOc Ba HW X) 
ATH mei A ARE ie ( GL Dynsin' ipg qe W L7) an, tr 
RO W= Fih GCE) AM = ~ sey TPS N 

Br oll (X) = ANOO, 
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亦 即 条 件 (B,) 渍 足 。 T 

EM 6.49 ( 纯 量 随机 JIanyaon 函数 的 存在 性 ) ”对 于 
随 衬 辅助 系统 (5.42) 的 解 过 程 传 (D，t220) ,假设 其 满足 引 理 
5.48 中 的 条 件 (CD， 

WT AH BRE 48), MEA 

(CD). WFR uO J 10, 4 


7 | DÍ, AODA pg ON 
(ik A PERE RES. 48) 的 平凡 解 是 稳定 
HY). . 
(Ca). Pup aE LIER, MF wed, 
(CD. RAAE (5.43) AR ets up, OD FE 
UE; Uy 0) re XT ted. 
wh rex, 


出 对 于 非 时 齐 lto 随机 系统 (4D, oe A mR 
V CX, ERA FS HE 
CHD, VF ectt(s) x Et E] FiF V xed CEB 
MF CX, DHEU x Ft, 
(Hi). ADPF, DAP /20, (X, D CU (eo) x HY, 
(Hi), OF /at+ DAV ND pr X,O) 
{Tt €U (pe) x HT 
(HD). VO,)s0, V(X, Db, 
(X, D €0(p) x Bt 
ALK) EPH, 
【证 明 】 首先 ， FIECO RIE TTR BR G. 43) i 
Ay RAE FE ET BER, ETT RE uC ey, 
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OAT Miu, Z—KA MR. 

由 条 件 (C2) 及 Lakshmikantham''*) pEi 8.3.14, 
辅助 系统 (5.48)’ 的 平凡 解 u=0 E E A, HEA uug O) 
是 单调 增 画 数 ， 而 且 还 可 用 下 列 方 式 表 示 ， 定 义 


rene ,sh 


否则 ， 对 于 充分 小 的 a 
ds 
swf pe’ BR] Gey = BS 
则 F (20) 2 AIS AR, AUE AL ALO, 0) BYTO, FR) FRY I BR ae 
St, FFAG .48)) 的 解 ucts tos0) 可 由 
JEUG us 0D} = TC) + | XS) ds (5.44) 
BE, READE., AJ AP, 故 5.44) 
Ap ti AE a (5.48) PN, a ae Bete A, Felt, ug, 0) EÈ t AI 
单调 增 商 数 ， 
其 次 ,对 于 随机 辅助 系统 (6.42} 由 条 什 (CD0) 及 引 理 5.48， 
一 定 罕 在 一 个 满足 引 理 585.48 28 ECB), CB.) (BT OE 
W(X)= Br) hE dt 
3X BALE C4), #220} A BE DURE Bh FR Be (5. 42) 的 解 过 程 。 
eM l 





6 aay 


VOX, DAut WCE), O), 
这 里 ve toD 为 常 徽 辅助 系统 (5.43? 7 的 解 ， 
于 系统 (6. ID RTE EOD, ERO 为 扩散 过 程 ， 故 有 


AFO = 区 (ED 于 + 站 ou) AF = ¥4FOO, 





(5.45) 
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z 
RE FO AE PIR ERE E n EA RS Toi 

从 而 出 引 理 5.48 及 ult; tgs 09 Ay AE ETEA u=0 4E 5.43)" 
BOY AAR CHL RHE (5.48) Ap JER), BPE t4 V ECLU io 
x By", Etj, HH WX) © Dargis, 政 Wix) 是 二 次 Pe 
VT PAY 并 由 条 性 (Ca 到 ul Uys O) SFA Uy HET TR Te 
Se ES Vi MEAP CXLO EUo x Bt TK HE 
m, T FE EET’ 满足， 

由 于 

av /et=ulfthW X), 0=A Oplu W(X}, OF 
=A G(R (E, i)). 

故 得 

ADMeR ED ~ OF /ei=0, (Xt CUM XE. 
BEACH, HR, RE 


OTA aw TWX), 0] + 2) BOS 


i ay 
+ yh) ， pà yal) Tå 
TaD pluc W(X) 204 


+5 uct) BNO Sr 
+> Dax ) 7 
„1 L Puny 3 Baw w 
=P EX, 6) + Beye W(X) 
Uy 
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a a a 
+ Bt (4) > A) EE, (5.46) 
(XA EU XT 
H TEPE 5.48 及 (5.45) Hi 
LW (XY) = Arg; WX), (5.47) 
HS 44 RH 
Ou _ plutt, ty, O) Io, 
eu, p City} 





(5.48) 
ih 
Ou _ olultsuy, ^ 


Baty? p7 (eg) 
rh ey Soa WW 8 SE (5.43) A (an) go) EHAR Wp Ce) 
为 单 央 小 还 数 ， 而 前 面 我 们 已 知 系 统 (5.48)' 的 解 Cs ugt) 
Fe FORTS ASO CHES 

p' Lulup UW) 1 > CD, 
ATHICS.49), BT] FT 





tor Cutt, uy,0)]—@ Gadd, (5.4 





2 
F<0. (5.59) 
TH 
a Z . 
eG a Se = Wyo (9 (7, (5.50) 


Amih., 6.48), (5.50, 6.5D AR OWAE otek 
TOPA a ZWO, 
EW èW 
wt? oe pà qu lÆ) Ba, “Ga, SP 
AL ALCS. 40) BIG 


#65 


AE EED KAOP E,D), 


; (X, 1) EU Uo) x Et 
V (0,8 =u, W00 (由 引 理 5,48 CB.) 
=u{f;0, 0 ( Flu=022 5.45)" 的 解 ) 


fei] Fey 
FX, D =u W CX),0) ( HAE,’ )) 
=r (W(X) =E), {XD EU x E+. 
这 里 rE， 从 而 560) =rWO)=rO <0, BIE m, 
AWF) DO wes 
b(X) =r(W(X)) 90. 

Bi W oer KEE BE CLUS), At], T ARE 
(Hy mar. E 

推论 5.50 MRA LAA D. 42) Oe E EG) 
i 关 下 满 是 条 件 (C17 ， 则 对 于 系统 后 .42)， 存 在 一 个 具有 下 
MEH KP CX), 

hid. FECL, Et], Fx rrt FX CU) 存在 且 

(hh). ZV (MISO, YEU (oy). 

(hey. VCO) =0, 2 40," (I) >0,X EU (p), 

EWI SCR aes A Pa BE (5.49 化 简 为 ; 

ud) =O, 4 (0) =u,220. 65.43)” 

AKETA RR FE RA 5.43)’ 中 ， 令 
aa) =0, pto APE: 

(a). pte) ECOLET, Et] p@) =0 Hao, pt 0. 

(ao), PODIEN RE. Ie’ GO, pl) frre H IE 2h, 
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对 于 uo 
的 任 一 函数 。 下 时 定理 5. 弗 中 的 条 件 CCD, (CD WE. 3 
Shy Ars) =5 Bee C2, 于 是 常 微 贺 助 系统 (5. 牛 )* 的 解 
UCE s tgs Ü) = = 7 Ctto) 。 
EE, EH 5.49 pR RIC RE, A TA BE 
(5.49)” ,证 理 5.d49 RRR TEC CCD BAL. iee 
5.49, — E TE — 

VX) -wt W(X) 0) =W CX) =B,\ AEW) di» 
HAEA, (h4), a) | 

Lee APA K.shoer{l6e] Pay asf 2 HOSE. 

Hig 5.51 如果 时 齐 随机 畏 助 系统 6.42) TR FE 
(Cl), TE PRG BYR Se (5-48) REE PFC), (C4), C4), 
则 赣 时 齐 1to 随机 微分 系统 二. 纪 ) 是 随机 稳定 的 。 

这 是 因为 由 定理 5.50， 对 干 非 时 齐 Ito 随机 Mh 分 系统 
(6.41), FE PH ALS m=1,h=0 时 芍 定理 5.16 的 条 件 
Cid CHa), (is) RP CX), FESR RCCL) AE A 
TH RSE (5.43) HP RE OER. He mal, A =O ARE 
FU 5.16 知 ， 非 时 齐 [to 随机 微分 系统 (5.4 SE BBL EY. 


二 ， 关 于 向 量 随机 lany BROS 
现在 我 们 将 讨论 在 条 件 随机 稳定 性 比较 准则 H MI e E 
Fie my mow 函数 的 存在 性 问题 .这 里 所 采用 的 方法 是 定理 5. 49 
所 采用 的 方法 的 推广 。 在 证 明 此 存在 定理 之 前 ， 我 们 先 作 些 
准备 。 
(5 AZ) BEC), OERE M, ME PE E 
357 


Mons WF SNS ESG <1, SEBO CM). 


5.5 
de, @) =m ditar (dW) ( AHR). 
dæ, Q) = — Ce, (2) + e(t) dt. (5.52) 


T MTA {#,,%,) € Ee =0} MA RRPL FASE (5.52) 的 解 过 程 
fy ARS HIE. 
EEE, FE s, SARE ROO, BER ©, EL R, RI, 


GE ((o,, 9) ,0,=C,2,€[-R, RI}, 
FAG. 52 A 
(ae apl) )= (2 
a,,(X) dy, (X) 
ALA OG WINER EY = word = (0, D 0, — BD, TEGE 
Esi È as (Xm = 0O G Re G AAO .另外 ， 
p(X) =dt(X,@ = flab He S0, 


ils- A], ie = dmn EO R, R). 
PILAE ME EN CRW E RI 
So = 05 XERN(-R, RB). 
net EG Ray 





Sb) + 5 Bane Ba, ba, = (X) peo 一 Re 
Bayly Friedman?” MEE 12.2.1 4 
GSi (mpd 11 = 0m EL ~ R RI 
SY BSS. OD WER, MEMI LY EE pe 0 ALR 
£6 (5.52) 的 … 维 不 变 流 形 。 
填 于 常 微 输 助 系统 .48) ， 我 们 沾 进 其 伴随 转 其 系统 ， 
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vf (DH =AD eta, uO =O, (5,42)* 


gy Ct, Oy ave} 、 
Po (0, Uas a. ste} ' 


鉴于 Cu) MIERE FA utei, am); H 
p* (a) <p (2) ， O (5.58) 

aR UGO S= Uwo A UEO =U* C5 u,,0) 分 别 汶 系 

Hi (5.43) M (5.43) I — i ay Os WL 4.10 及 


(5.53) HE15 oe 
UC EU tev, (5.543 


FHL ie Le 个 初始 向量 ， 
Pie Chas O,+-+,0) . 
Pa = CHoy ags Os sD) 


Pi Ctto tet y Migs Os t 0) 


Pm = (atioy Wags tH sting) 
这 里 UgerO, i=1,2,--- g ttt, Ži W 
. PP is =1,2, emo], 
cr PER GG 4B) S o O EY 
r Bupe N 
本 . . ' W (43 Po O) j 
UF) Ui Gpo OS ji ,， ? | 
s Dim CE Dis 0) 
对 WeH=1, 2, om, 
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上 推论 4.10 得 
UPSU aG, te0, 
这 里 UT), Ua) 分 别 为 伴随 系统 (5.43)* 过 {jp;，0) 和 
CP: 1 由 的 解 。 这 意味 着 对 每 一 F=1,2,++-,m 和 tO, 有 
ti bs Pis Othe Da OVS Ltt (Dns 0, (5.55) 

现 折 我 们 来 建立 下 面 的 存在 定理 ， 

定理 5. 怠 (向 量 随机 Jlanynos MARNE) ”对 于 
随机 辅助 系统 {5.42) 假 设 有 

(C). PERRA (5. 42) REC), CeO}. 对 
任 一 sOx<eco), A 

Pili Foxa A(X), 对 任 一 斑 EM*(s 

t20, 

32 Ba) GSO yli fy af Aww, BREW, MF ap ACD 
As Pi SLA BY FA 6 O ADARE TE E CS OR 
BG DL i BAR Be (5. 42) AE A A Se RY BE UE EF oa 
是 条 件 弱 殖 机 稳定 的 ) 。 

对 于 常 微 辅助 系统 G. 48) Be Ay 

(Ca. xP a0 及 某 个 20, 有 








-全 du, <fi Ads 

4 o:CO, «++, 0, 2,0, ut", H on 

“( . ue 1 
<fi pCO, + O,tss "ty 0)? i=l, | Ne 


(C3) De, u), Pp GO FE Ek, ALF ud, 
l b= 1,2, em, 
(Co. EHRE G.43)* 的 解 Ua (és Om OD E 
Umm CES Pas D r ( Sin), t0, 
W te= Od= 12k. Bre xr. 
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则 对 于 非 时 齐 的 Ito 随机 微分 系统 45.41) 存 存 一 个 具有 下 面 
EEI ERA A = OV, CX DD VO OF: 
(H,). V ECLU (p) x Et, FAW V xV xx 在 在 有 连续， 
RF CY, 1 EU Cp) x B+. 


(Hy). MODY CX, m- >o, X, D EU x Et. 


Ha). er + DAV OX OSM OE XD), 


(Tt EU X ET, 
CH). KX, H) =0,4=1,2, --- 4, X X EAM" Gon, 
(Hs). VO, t= TES, C,H DX), 
(X,t) EU xT, 
这 里 BCX)Y ECR. 
GEI ESRR UAT O Ry i EA 
G), ACCLE, Eal E AO) = 0, X0, (0 0; 
Gi. ACX) = 0, r= 1,2, eA, MR XCM" uone 
do fel sc RE 5.49 证 朋 中 的 作法 ， 妖 
tip}. 
W(X) = Bok O E xz hE dat, 
@=1,2,--,m, X EU (A), 
REO, tO} LAT WF BE (5 - 42) 的 解 过 程 。 
Pea. RADE & iq Bh Be VO, DW F: 
BCE =, E00, 0) 
PX, E) = welt CX) CK) 6, 0, 7 


` 
| 
l G 
a f 5,56) 
Pee (XO = mmn W n, 0). | 
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FHT (Ce) ARER 5.49 AGA AEA, BPA 
VEX, Ð = PX, Vn (XO? 
Wide itch. 
HF pCO 是 拟 单调 非 降 的 。 并 且 解 UIDs, Ua) 全 
Fe TE CARE ARR REL. 55) 得 


B OW A, e WX) 0, s030) 


= Ct) pals Oyu: N CV) 6 CK) 0, + 0) 0, OY 
Eh pT GW CX) YU, GO, (OW CY), 

+ SV CAYO, OS OD ys tens Cg FO) ig CD] 
=A: Ho AE). 


Aft FOX ,)- él ated, 1=1,2,--,m 
(4,6 CU Cp) x EF, 
MRE CAD AL. Ba 
OV /Ot + DV CX, t) Suna, CX), CX) 0, +0 OF 








+ W(t) BB, OREHI $ an mun 
SNOET (KO) +a E Ms P) 
a=l na 
HO ha cry OW... W: 
+ a ax? 
Ce: . Ziu ses Pity: o <W, 、\ 
» Guo Stier Beebe, | | Oe | 
x! | | : | 657 
! Bu Bua | Ô ua ' aw, | 
ttid ttan Cio ttan dui, ` Bm 


FTG AY WOR DRA (6.48) AS ft BE AA BE (5-48) * 的 结 My, 


叫 
DUF (t: Bis Ü) = AC (CU * (t; pa OY 


Hij 7 - 
uili tins D= Ay Cg, City CE tio O) JU, oo +0) 


Uys CEs tg, O) = A Epa (O, Uiz (fs on, Os Op» ;0) 
mis Oy ty.) = ACEP G CO, os On By: LEs ting ODO, +, OY 
ui (230,09 = Ani Op 10, + -Ottaa itO), 0 yO, 0 
ui, Ct OO =A, @, (0,0 --+ 0, tint, 0,0) 3. 
iH BR TE (Co Beis fe (ay. (as), (asd, RA RETR B. 49 中 HE RA 
(5.48) +j (5.50) FUMIE. FPR HY 


u0 BH 24 -Ga (5.58) 


Cilio Etla 


ma, Pika, : . P 
E tii gy RE MO, Fad, 2, do lkl, yd 
Hj ie den 








(5.59) 


Zaro SF OE = We O01, (5.60) 


ART .57), (6-58), ©. 59) LLB ASB B.A, H 
LAW CX) = Ant») W(X) = -h,(X)<0, 
eV /Ot + LAV (XNA GV (X,6))5 
(E,D EUM X Et, i=l em 
Mid 2% HDW. 7 
YUTER CECH) ator. FRR BE eee WG 为 逢 
HLA BNR (5.42) SAL PENE SERV CY, 的 的 定义 
5.56) 15 A MERE BA AS PAG DFR G43) A EAE SE 
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的 事实 ， 推 得 如 果 X CM" ou 就 有 
P(X, D0 i=1,2, h. 
因由 引 理 5.48 W, WDO €C*,i=1,2,--,m, KA 
FC0, O =u (tt, WO, HAO 0, ,00) =0, 
l 4=1,2, -=m 
Hn, AWUN EEEH, t=1,2,-+,m, HA fE 
Co 我 们 有 


2 VX, i) 2 Umm LES Ww, (X) tW nE 0] 


>r ÈW) =b 


(Xf) CEU(o) x EF, 
Are, Be 


8(0) =r 3} W (0) =r(0) = 


APP XO, WRIA OX) >O. Eh W er POE EEE BD b 
E€CLU (po) ETLRI OCHS, TERIA) R. E 
CHE] 4 mel, h=0 tt eRe S49, 


利用 类 似 于 推论 5.59 的 证 明 方 法 ， 由 定理 5.52 不 难得 
下 面 的 推论 6.53。 

EH 5.53 ASR STH LAR ECB .42 的 平凡 解 关 于 其 
TRADERE M" oy MEM 5.52 AR ECC) W 
一 定 存在 一 个 具有 下 面 性 质 的 向 量 林 数 

POX) = CF FR) F a AT 
(HD). VF ECCU s Akl oV xV rx WF AEU FE 
FE RIES. 
(HD, ADe CX) 0,¥ EU lp). 
H9, £*V(X)<0,X EU), 
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(Hy) . V (X) =0,i=1,2, serali X EM Gan . 
(H5). (0) =0, 1 A 
Sy X, AX EU), 
red 
这 里 PE PH. 
实际 上 ， 直 类 做 于 推论 号 .50 LPAI, PA 
P(X) = VF CX), F p(X = CW CI) Vn CX) X. 
TEL 当 加 二 11 上 = 时， 推论 6.53 即 为 推论 5.50, 
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随机 微分 方程 稳定 性 理论 
中 的 一 些 问题 


$6,1 由 首次 近似 决定 的 稳定 性 与 不 稳定 性 


对 二 给 定 的 随机 系统 ， 只 要 能 找到 一 个 函数 亚 。 合 它 满 
足 相 应 定理 的 条 件 ， 那 么 甘于 零 解 的 徐 定 性 或 条 件 稳 定性 问 
题 合计 得 到 解决 。 但 这 些 定理 本 身 并 没有 给 出 守 找 或 构造 所 
请 商 数 了 的 方法 ， 而 主要 是 依赖 于 人 们 的 经 验 儿 技巧 。 
尽管 如 此 ， 在 某 些 情况 下 ， 基 于 寻找 函数 VT 
大 简化 ， 价 如 ， 对 给 定 的 非 线性 随机 系统 ， 如 果 能 忽略 关于 
站 的 高 阶 顶 ， 将 它 化 为 线 导 随机 系统 ， 然 后 构造 此 线性 近似 
AG WPS RV, Belk we 了 来 解决 原来 的 完全 系统 的 
稳定 性 问题 。 四 此 亦 可 看 出 钱 竹 随机 系统 的 重要 狂 了 。 


、 按 首次 近似 决定 的 稳 寂 性 


关于 线性 近似 随机 系统 稳定 性 的 第 一 个 定理 是 由 长 ac 宙 
Krasevskii20 证 明 的 ,所 用 的 方法 是 他 们 三 究 随 机 受 扰 系统 
的 方法 。 他 们 证 明了 ，、， 如 时 相应 的 线性 近似 系统 是 均 方 指 间 
区 定 的 ， 则 此 完全 系统 是 随机 稳定 的 。 对 于 nó 型 方 程 的 一 

319 


AR WORD ELA: G ih man’) seve A, 然而 他 们 还 没有 回答 这 
PERI, AGERE BMA Pee RA EE 
理论 : 有 这 样 的 线性 系统 ， 它 是 几乎 必然 浙 近 稳定 的 ， 但 它 
不 按 均 订 称 是 《 见 第 3 章 )。 从 而 就 导致 这 样 的 问题 ， 如 果 
对 放 的 乒 性 近似 系统 有 党 系数， 站 上 且 是 几乎 必然 渐 近 稳定 
的 ， 斌 门人 这 完全 系统 是 各 一定 稳 定 ? 回答 是 肯定 的 。 

我 1 首先 考虑 线性 系统 

人 全 = BUX (t)at+ $ o, X (DWD (6.1) 
BEFA ROE, ME 

BO =B o, (Ð=0, r=1,2,-- 4,5 HERE, 

定理 6.1 SLM OLR RK (6.1 是 几乎 必然 (或 随 
机 ) 新 近 稳 定 的 ， We BARE: 


AX (1) BXH D+ Bo (xt), DAW 6. 
的 系数 在 点 下 = OR 分 小 的 邻 域内 满足 不 等 式 ， 

AXD ~ BX|+ IoD -wxl<rlEZh (6.3) 
3 BL EAP NM TEBE. OW RAW ZAG G.D F AE BAL 
FEER. 

GEMI Rm3.11, ROSE, WAA (6.1)， 对 


FES p>0 BK p BE, MAAC DWE, MRA 
(6.2) 直 随机 渐 近 稳定 的 即 可 。 我 们 让 


_ 8 A 1 O ye 
Tom a t BX, ay) + DH, gy y's 


as 
ax . 


(6.4) 


8 a 1 
T=-ar + (X, t), 5x J+ pa (o, (Xt), 





oad 


AANE RE (6,19 (6.2) ep ET 
由 定理 3-4, E¥E—P BRAVE.) Ha FR we, 
D0, 有 


BAX PVN, 1)<hlX|*, 


LVR OS bs | Xl’ (6.5) 
av -1 ay 2, 
| SEIKI ， Er al Æ| 





i j= 1,2, “sd, 
(6.3), (6.4) #1(6.5) Ze X=0 的 一 个 充分 小 的 分 域 内 ,有 


BF «nV + W,- B. X, alr + ISo, a 


=T, X,- i KATOKE TOETA P 


Ao by |X [P+rk [XP + rk lN. (6.6) 
在 此 不 等 式 中 的 常数 请 KMF ke MG. Dp R Ra 


A ba, 
Hi6. OHS, AALA X =O 的 充分 小 的 邻 域 内 是 六 


yr n 





ER, RET ae Wish, FRR (6.5), Vac ane ag le 


有 一 个 充 穷 小 上 性 。 诺 困 定 理 2. 吕 的 排 论 2. 267 BM, FH 
-位 即 得 此 定理 的 结论 。 ff 
旭 浴 系统 4. 划 的 系数 在 时 变 的 ， 则 有 类 似 的 定理 。 
定理 6.3 PARAS DERSEN AF BR, 
(6.1) RF A tL ee, He 
AES PS RY TERE oY OR ECB.) ATE, 6.2) Oe A 
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RE SLAY tL Bac TA. 

HEES. 16, REWE, WR RHG DEJE R p a 
Bni fr. DAE, DIP EM RT, Am 
PEEM ga EATE SEME OGL SEAN P PRIER. 


DECU) KAME AAG 2N, MEAE Di HT LRM 
ky kam Sup ety by 


(2) HENS. 146.2, RAG. DEM. MARATE 
-ry = ED, t) kasd, 1 
可 及 【人 sg SOT Èy se ” -TAWA 


BARBI t PUL E 名 定 SER» BROX OX ATE. HEE OAL, 
RPA SE E «Bie i 


二 、 按 首次 近似 决定 的 不 稳定 性 


.我 人 首先 同 古 -二 熟知 的 关于 确定 性 情 TB RC. 
Lyapunov}, Malkin'™), (i 于 定常 系统 。 
JI8IYyHOB 和 到 :假设 系统 


dX/at= BY (6.7) 


HY RAL Dy Be ae b> Pe by Te TE a RCD AL 
P(X) STALK |5 UTR! 
aX fdi= BX + p(X) (6.3) 

iy ae A 0 bd REA 

iene -Taryaos 的 证 明 ， 事实 上 是 T 
到 了 站 一 般 的 结 

Ma s om, MYR (6.7) 的 性 征 方程 至 少 有 一 个 
WALES, SRA (pCR) cr LX], eRe peat) AGT 


on 
Soe 





“We, Mik MP - MALE Jlanyson WORE E OR 
ERTES. WAA G.D A LAR RE. 

车 江 、， 对 于 随机 票 统 情况 要 复 计 得 多 ， 特 十 容 下 一 段 中 
Hai H TERN Masern ERA H, GPL ze 
不 成 立 欧 。 

首先 ， 我 们 将 证 明 。 XP EG athe SHO. ZAJAS 
Beet Tea, RE PARTE RAR SM 

ERR EW. ATES. OR, WERD ig KES 
ets, Sat PARSE REO, FE LE PP CY, D BE 


EXP V(X, Oat, LVS kj 





ÊF ia ln x -a-l eV = ‘al “a? 
| Su Th | | 5 | bao, | ,| X] ay 
G= Ly 2 《6.9) 


定理 6.3 eek ERAS. MRR I A R 
2.0 ot ARH F NB PE Pg ORE IR g AE e 
Shy WUE AT — FE SP ETE r RAR ET upio) 1 FTI 
(3.90 GT) SEI AE SY his ea) 的 不 等 式 (6.3) 成 立 。 则 系统 
E.D AIET (OL) GPL REA. 

LUcW)) HERE 8.6 HRA, E LEART, ATE 
AED FEE AR AG. 9) PR ON. 因此 ， 
Wl., WIERE X = OFS FEA NEI BIRA 7 {i 

Io Bi 
eH bg = he Ch, Sup ie, i)a 


mHE BP Poe Ar, BB ap se 2.28 BF 
AE OEC WEERT mE), MAAEMA. E 


Ay Eh SE A eS LORI RB .T, iIa ER Fe 
27 
定理 6. 和 4 WIRE RX SO, ASO, RERA. 的 解 
满足 恒等式 ; 
lim sup P{ inf |X çu) | <A} =0, (6.10). 


HERB G oF TRY EARN, WPM AA jE 
Sr TER r RSE EEG. S) AN 6.2) AS PRS AX CD) =O 
he fi AL AB BE De 
定理 6.5 假设 系统 (6.1) 具 有 定常 系数 ， 则 定理 6.4 的 
结论 仍然 成 立 ， 如 果 概 设 辽 .10) 是 以 下 而 的 条 件 来 鞍 代 ， 对 
+H A xX40, € 
P{|X5* (Cf) | oo, 24 f+ conf} =1. (6.11) 
将 anyH0B 各 Man snu 定理 与 定理 6.5 wE, AHT 
确定 性 系统 ， 定 理 6.5 提 供 的 是 一 个 很 可 邻 的 结果 。 根据 
Tanysos-Mankun 定理 ， 只 要 线性 系统 的 特征 方程 至 少 有 
一 个 根 有 正 实 部 ， 然 而 定理 6.5 对 于 人 定性 系统 ， 仪 汽 特 征 
方程 所 有 根 的 实 部 区 为 下 时 才 是 正确 的 .尽管 如 此 ， 如 果 綦 
有 定常 系数 的 系统 (6. 世 在 下 面 的 意义 下 是 非 退 化 的 ， 对 于 
PRAT MG AE Sa eX 代入 有 














Box, EDO, (6.12) 


MY TG. OR A u Pe RIE. 

推论 6.6 如果 不 等 式 (6.12? 满足 ， 现 定理 6,5 的 结论 成 
sry ALR PRT -AE SRE CC. 1) 满足 。 

如 果 我 们 注意 到 ， 由 定理 3.19 有 | 定理 3.30， 条 什 (6.11> 
对 于 一 个 及 成 立 ， 当 芋 仅 当 对 村 所 有 六 志 9 成立， 则 此 推论 
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是 显然 的 。 

联系 到 土 面 的 定理 和 和 它 的 推论 ， 我 们 自然 要 提出 如 下 两 
个 问题 ， 

1° 我 们 能 否 议 较 弱 的 假设 ， 

sup|_XS*¢#)|=00, a.s 

FAS UEG. Dp Re (6-11) 9 

2° (PPB A—p> X40, (6.11) MIB 在 没 AIR 
化 革 件 (6 .12) 的 假设 下 。 能 否 证 明定 理 6.5 的 结论 ? 

大 下段 中 ， 我 们 将 看 到 对 于 这 两 个 问题 的 回答 ， 一 般 是 
否定 的 。 


三 、 两 个 例子 
例 6. 考虑 一 维系 统 
drt =bt2() Odi +o (e, Ð dwl, (6.18) 
使 得 它 的 线性 近似 系统 
ds = bon CH dé + aoe dw (6.14 


有 定常 系数 。 
如 果 如 < 之 oo?72， 我 们 可 利用 定理 68, 如果 刀 之 00 7/2, 
我 们 可 利用 定理 6.5;， 如 果 5 =o$/2, 则 此 线性 系统 是 不 稳定 
的 ， 但 对 任意 g>>0， 人 不 是 渐 近 g 不 稳定 的 。 此 外 。 我 们 有 
Pisuple”™ t) | = cey sl, (6.15) 
对 于 xz 考 0。 出 第 3 HESS TARE, AR ee 0G /2, Ul Mt 
TiEMr>0, AB 
datt) = @,- Vedi +o dw) 
5X BRR PS Bi TM HR HI — PR a PA 
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Mau wun pe SE Sei APR LARS BAL eA. Sii, AF 
HEIRE Zb, ) -be He Gb —o, Yo-mOid, 十 4p 
Vee ee TO, FE (6.18) Ae 20, PR RE R. 

事实 .| 上， 假设 各 = 75/2, IFAM PRS, ad, Fj 

lotw DD bwi + le ty agel klej (6.16) 

oS SH aK Ce) = inindl/ |e]. Beg eee TY 
僻 撒 下 ， 当 z->08， 广 ce， 部 且 对 于 团 定 的 充分 小 的 8>0 
和 任意 的 s<<8， 有 

inf IV, 

Hib, =o? (2H OGL BRIEF, dae IS. 28 HG REG. LS) 
Fe RH WL AS Bae AY. 

ith, MPR HE, WHA RRR 
‘ORB ILG AD, WARS RRA GIO FE 
MERCER» WHC 4 Be RL As Bee 

FREA EOE TIE AL GAR IE AL BS OAD 

fAG.2 iC ZS ZK, EE 
W AEREA MSAGA AM, BED Re 

BO) =0; i (0) = 一 3 IYDI, win 

AHER, KIWE POF tiy Markov nie, JE 
Ji PR Hte 方程 系统 的 解 ， 





da E} = [E + engh CE) hH + aosd l, 
(6.18) 
de li) = sdt + Âr dw CE. 
EREE, MTER, >00, (6.18) 的 系数 
关于 zw， AARE A WELE PARE 的 Of 件 
Caieh2.2). BEM, SP Pep nye Aid, (6.18) ty Ba 6.3) 
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HELT, BF PU Wy Ae PERSE AL 





a Tay a (6.29) 
i FR 6.3) AD BE ier AY (RE ET min Ce, 6), 

i, Beit6.19 的 解 ， 除 了 对 于 zk0) = Of, 
Ik icok, HERRE., AE E, RET 以 
WHA, HTS 0R, (6.1D HRA G= ER E 
MITTEN. RAAT HAO PT, RY Pe 
定 的 回 管 。 

为 了 证 有 (6.18) 的 平凡 和 解 是 大 范围 浙 近 各 宝 的 ， 我 们 利 
RSF SE, 6.19 RAR ARIK, BEI 
HX () ED | = La PEP Markov it CRs 
8285.6), 

如 回 第 3 章 中 .6， 我 们 引进 新 变数 : 





rt) = t in(et( tri =In| Xl, 


pli) =are TO 
1 


HAPLAR, INPE: 
del = —[2sing cos@ +a sintp y (SEP) Jeki 
+46 (cos*gdW’, CE ~ sinpoosp dW (i). (6 . 20> 


a 


dr) = Loste ™ sin’ + e sing osp 中 (Re. at 


+8 (corp dW ty + sing cosp dWh) 65-21) 
EAR 0p 过 2m E, Markov iE pO 的 扩散 系数 仅 在 点 
p= 2/2,9.~ 30/2, ETFI, AERA p 72 与 
Pp =3r/2 RAE 6.20) HR., RINE 这些 解 是 稳定 的 。 为 
让 此 ， 我 们 研究 在 点 =7/2 的 邻 域内 的 一 阶 近 似 方 程 ， 由 
(6.17) th RE 


dp B= pppd Slp DAW O 


AA iri hy ee Be. ee BE AO 
(6.20) 的 解 区 = 和 7 是 随机 渐 近 稳定 的 。 类似 地 证 明 : Fe 
=3n/2 的 稳定 性 ,对 于 p pG LD 过程 OPONT RRR 
是 正 的 。 国 此， 如同 定理 2,29 HEAR p HIE H , EL, yt oo 
时 ， 对 任意 初始 条 件 ，gp (8) 有 一 个 极限 ,此 报 限 或 者 是 7/2， 
或 者 是 3m/2， 

于 荐 出 方程 (86.2) 和 引 理 8.18， 我 们 得 到 


lim -一 nl, ! = ting | Leos*g@ Cs) — sin’g(s) 
a a 


bi va ia 
-+a sing(s)cosp(s) x p EEO) jds =-1. 


EPX O0, icok) = 1, iHD RER 
JEER UE EA AEA, ARRERA E EN. 

Fák PMN, REE hA., Af 
(E a>0 均 不 成 立 ， CIDRA, WAKER 
HT (6.16) ABM PARE RAR, RNEER A 
TAEA EW AP RE AO ee, ee i 
Tlanyuos 征地 的 自然 推广 。 
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Mom | + 


§6.2 简化 原理 


根据 前 节 的 讨论 ， 我 们 可 以 类 似 于 确定 性 情形 ， 将 非 线 
性 系统 的 稳定 性 问题 分 为 非 效 界 情形 ( EDT RE R 
eee a) RS CB BE Pe PY SE ee) S 

临界 情形 下 的 稳定 性 问题 是 A.M.JIsanyaos 第 二 方法 
理论 中 的 一 个 重要 问题 。 辣 时 也 是 比较 困难 和 复杂 的 问题 ， 
对 于 确定 性 情形 ，A .M.JIartyaos 在 其 原著 运动 稳定 性 的 
一 般 问 题 了 "中 比较 完整 地 解决 了 下 面 丙 种 情况 下 的 稳 信 
th fy gi, 

第 一 临界 情况 ， 特 征 方程 有 一 个 单 零 根 ， 而 其 余 根 之 实 
部 都 是 负 的 。 

FoF: HLTA ER. MRSS 
Aba AE Ta 

fEJlauy uos 以 后 还 有 aHmenE0B，JManKHH pH Sy pop 
a6 ARSE AE SE T RRS RT F Ag eee Ee a, Bi 
De HT PT RR, PE ES 
ES FP AR A A Bs A Te 
fi ED AUN 

简化 原理 是 将 对 一 个 +m) BRAK OO, YO WM 
究 化 简 为 如 下 两 个 系统 稳定 性 的 研究 ， 一 个 是 向 AXO) 的 
首 交 近似 的 7 了 维 系统 此 近 狼 系统 的 系数 均 假 设 与 无关): 
另 一 个 是 通过 对 于 Y OPT, HX = OM BM m 维系 iK 
C Mairin, p383 p529 H). 

志 洁 将 简化 原理 应 出 于 当 两 个 分 支 么 统 赁 夭 线 性 近似 系 
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H OKT ETRE, BA SRE 
AEA NE RAR A, BURET HF 实际 E 
Se ITA (Te AS AE SAY REP, AP RUE H IO AE 
RTL ETT RD, 还 有 SESE 的 发 
展 。 

iD 人) 为 给 定 的 ， 由 随机 微分 方程 系统 








aX G) =bCX G) Y Œ), A+ > o,(X¥(),YG).OdW,), 
ræ} 


dV) ED PTD Ddi DEAH YO DAW, O, 
rel 
(6. 22) 
Rati — + ma) HEMarko vit fE. 
AERX, ba, HRTEM. AY, D, o, 均 为 m 维 
的 ， 
i led AY ADE, FPR RH b,0,, b b,c, WE Lipschitz 
ah CESAR PEI K Z EF Eb, O, H= È (0,0, =Ù, a,(0, 0,1) 
=6,(0,0,2==0, Bit, RSE C6.22) A FP J X(N ==0, 
一 0 
我 们 还 假设 系统 引 .22 ARR ET XY F E 
xj Ta i 沟 Sy aes tan, PE 


aad, 0, sÉ) 一 0 og, (a, o,f) É) 
evo? AY 


ik, (PRR AER h, OK R 也 


+ Markov (44; 





238 


_ BbK0,0, i) LAER ONGA T »; 
dX (4) = By KX dt SO xd ， 
l (6.23) 


a¥ (2) = 2 OOO xe + ab Ot yo) la 


Fl 


os ~ 
+e Oh) XC) + LOO Yin aN. 


(6, 24) 


定理 6.2( 和 而后 的 注意 味 着 ,如 果 方 程 系统 (6.29)， 
B24) 的 平凡 解 是 大 范围 随机 -一致 肌 定 的 ， 册 系统 (6.22) 是 
MUM. KTR NER. WRN RE SA 
结果 。 ans 

对 于 一 维 过 程 er, EERE Pinsky™ 证 明 的 ， 他 用 
的 是 另 一 种 方法 . 

定理 6.7 PULL AT RROD RENERE, 


进而 假设 对 于 系统 (6.28) 和 系统 


_ a6 0,0,9 z aa,(0, 0,2) 
dY (t) = py Y Udi +p YOW, O 
(6.25) 
的 平凡 解 是 大 范围 随机 一 致 稳定 的 ， 则 系统 (6. 22) 的 平凡 解 
FE Ba ULM i Hae Hy. 
DER] 定理 的 假设 与 定理 3.16 以 及 定理 8.4 意 昧 着 


对 于 一 个 充分 小 欧 2 > 由 FEET PF RR F <x de 
VCXO E 
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ENA CLIN SE, [Xs 
[CEP | <hixim, 
1 (6.26) 
TER mlx, fo 
é,j=1,2, ad, 
LVDS 一 |x|? 


IY PSP ,PF OSs |Y |, 


pp py en (6 27. 

opt sn APP, | > 
#,7=1,2,> 

LVF, Ð- iY” 


REO ə 26(0,0,1) Fe 
=g +¢ Ox. con E e 





+ LE 26-00, y 8 


a 
a ox "ax? 





Iya 224 aiooD 2 
h= Gy tar T op 








x 2 0,0,9 a.. 
a +h V say) 


分 别 为 系统 (6， 23) 和 (6.357 的 橄 分 生成 的 算 子 ， 
系统 (6.23) ，(6.24) 的 微分 生成 算 子 是 
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B= O 4 (2000.8 y 








ET ox ,总 
1i 2e, (0,05 4) ab (0,0, 8) 
ESCASOS AR + (22058) x 
É Be, 0 Dy 2y; iho ZAUR o9 x 


ta 


ðr, (0,0,1) 
ta rh 


+ 3X PeO, t) X, CRT ZAN 0,9) Y 


rel 


ar, (0,0,8) 
08.0.7, 8, “ 
RERE BS BD BG 
Wer, Y, 0) = WEK, Dreo, DIa AT, D, 


(6.28) 
REV PAB ARH. 26) (6.27) ETA PRAO, 


4>0 的 值 将 在 下 面 给 定 。 BAED, 60M HR 
brirIDEWE YT, Hb [e+ F hy. . 
(6.29) 


+ 


MPRA kO, k SOREA ei, ASOR: 

Wih BRI OAIE O Y OR— DRE 的 不 
REM, BEE (Oy LOM, RTTA AR, aA 
“Ay FARE. IST EM X CLE CH AW. 
ABAR- AUR 6.20), RN 看 到 它 将 足以 证 HEM 
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X =O AHA, Hi (6.29) 定义 的 请 数 XY OME RTS 
和 4 满足 
LW(X,¥,t)<—kC | X [P+ | Yi), ke. 
(6.30) 

WSs REEERE, (6.29), (6.30) 04 B EH 
2.36 意 味 着 系统 46.23)，(5.24) AR p 稳定 的 ， 国 此 定 
理 的 和 结论， 现在 由 定理 6.2 池 得 ，。 

计 斌 ;二 VF 全， Meee 


_ P pend 
LV Xt) -WI z Ew, 


FJ 
+E p(p—2)W 7 





t 00,(0:0,t) y OW! ,2 
BAR OK, Ss 


Fe we Se Ha C6 26) 35 fi 


P2 $ 00,(0,0.1) x Wi e 
Wih Wit AR Ox ’ 3X ) 
<k | X |*, 


WP PE eo, 类 似 地 可 得 
P—2 < 60,(0,0,t) y OWe 2 
WalaWat SO Y 
kel ¥ |‘, ka>o. 


SR SLE IF] (6.263, (6.27) RP ae MR: if F 
eam Foske Ds 有 
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b22 


LOW eW) =W + eW a) 


x(W Hewa) Wi 





à Serr 
PTL = (do, 0,0, 4) ow, z 
+ ai a Xd) 
+e, + eH.) LW, 


+ 27 g $1 LEO x 


red 


+ 2700D. p, Wa ys 


oY 


aÈ (0,0,4) ew, 
ax X, aP? 


Sys êg, 0, Ü, 1} 8 
ax HF) 


+e, +22) ¢ 





+e(W, tew) 





ao, (0,0, £) a 
ox x, ey? 





E 
+e(W,+6H",) 2t 


2c, (0,0 


2) 
x (“sy Y, 








e(p—2) ; 80,(0,058) — 4. 
+ “a NF 


4 
OW oy 
ayo? >í 


òo, (0,0, 
r aut Y, 
OY 








20, (0, 0, t) OW 
ax x; a )} 


EW tee? 
XES hadj r+ Yl 
tel VLA Pt ely ey, (6.34) 
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Hest, Hits. 26 LV S <7 LET? mit Eri BSR BS Be 








式 : 
[|X |r oe. a Shs (+ eb) 1， 
我 们 得 到 
LV FH eW | XS, ` (6.32) 


A ak (6. BL) FI (8.32) 4B EELEE 
IW <k, W eW xE Akal Kl beige ee iVtt 
eel XPUY |? tel y X ralF Pix, 
HOH YW Ry 不 依赖 于 es 和 4。 
显然 ,如 果 e AVS ab AEA, I eS Za 


式 是 一 个 1 阶 的 负 定 式 ( 这 通过 置 了 Vs = 2 很 容易 看 出 )， 
这 意味 着 (6.80) 式 ， 从 而 也 意味 着 定理 的 结论 成 立 ， 


$6.3 稳定 性 与 超过 t (excessive) $ 数 


IEX = (X(t), Px) Banach 2 空间 也 中 的 … OFT. APE 
se, Markovi fE. | 

这 里 Px 是 由 “都 始 条 件 ” 亚 (0) = APOE, RI 
VIX ANKLE, WGI AE Ty Ray o 代数 ， 
APEE, A (ACPA AXLERSS HE, A) 上 的 转 
PKA. 

h Markovi e, Wia, TA Markovi Hri M 
的 -一 个 十 分 有 效 的 工具 就 是 超过 计数 ( Dynkin™™), Æ 
若 前 昌 的 就 是 利用 超过 函数 来 三 究 过 程 的 称 定 性 质 。 
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bi 


Ta =. 


一 、 超 过 函数 与 一 般 的 稳定 性 条 性 


ELEL — PERS MBM CD (Xe EB) 是 称 为 
关于 PG,X, ACG SPHE OMARA, nPE WE.: 


© TVX) = | we, ,dP VY EP CD， 
20, XER. 


Gi) 0 CX )—-V CX), 4 OM, 
eh ay MC 见 Dyakiacil Eg 12.2), —P EDR 
PX) ORS l 
EV (XC <P CY), ~ (6.33) 


对 手 任 一 Markov ital g ABTA X eH. 

6.2 非 负 Sa WRU RARER PH 
PEASE METAS, WETER BDA F A es Cee 满足 。 
这 里 ro it Wwe X 的 轨道 关于 集 忆 的 首 出 时 。 

回顾 一 个 非 空 集 严 E 坑 ， 对 于 过 程 I 是 称 为 政变 章 ， 如 
果 pit, X,D) =i, AF XED, 120, 

EM6.3 WHA 的 一 个 木 变 点 XK CPE RAN FA 
X PRB ERY, OR 

inf Py{sup|X() — Xyl>e} =o, 
NF- Xli 0 t>p 

定理 6.8 (MOREE AE 点 CEB) 
PA LR TAREE TRY, 
HTN HAARR REM TL, EE 

V(X o) = Oy 
357 


int VOX) =V>0, 对 Fe>0. 

DEWI 此 证 明 由 (6.39) M Touma AERA. A 
N 

FPrimpiX{t) -Xal R SP K Grixa DD 
. LFX 

TIR Lk AA oe PE ERA a. ATE 
某 些 特 砍 情形 ， 我 们 可 以 导出 较 特 殊 的 条件 。 例如 ， 定理 
2.3 红 的 让 明 ，、 李 质 上 可 化 为 去 验证 一 个 定 祥 在 县 点 基 邻 域 U 
P, HTO% Ai AL PERL OM SE it i ERO 
ME A gol PSE PT 

A2 AJ DSS PR Br Gihman Are, . 

IIFAR Markov 过 程 。 它 的 弱 微 分 生成 自 子 必 JE 
于 一 个 非 负 两 煞 的 结果 是 非 正 的 ， 负 此 非 负 画 数 基 超过 的 ， 
这 一 事实 可 借助 于 熟知 的 互 mExkHH 定 理 ( 见 Dynkincl se 
ar. PRIESTER 6.8， 我 们 月 可 能 去 导出 关于 这 种 过 和 杜 
i — fe Bae VESR F. 

下 面 我 们 来 介绍 当 B= BM, Kushner’??? yee, 
=, E=- i OR BER H 

为 了 下 面 叙述 简洁 起 见 ， 我 们 作 如 下 假设 ， 

(à). E= E, HiH Euclid 空间 。 

(AD. VC) RENTE A, ISR SESS a. 

LA. F QALX VKI Ah HQ, IES. 

WX, Po BW CE, BY) AAR AS SE ANY ERE, AA Ti 
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Markovit#i, HADE BQ. aay eX. 


Ly 


+, Sinf(t:24,F9,} > 
FoX Ans LAX BIG DAF. 
AD. FO) E2 (AD OLEV C) 的 定义 是 假设 限制 于 
JQ, BESIER XR ADLER Xe 的 几乎 必然 值 域 的 并 集 
Pe). 

(Ac). Ve>0, sup Pri sup iX. Xi pei 0, 


OGE A EQ, {Y (eth Xe= Xe @, By Markov gi Ne 
Ser AJL BRA, FY 
ALY) & EF) =0, 
定理 6.9 CBO EETORM) 假设 (AD 一 (AD 成立。 
HV OKO, Mt] 24 f+ oo fy}, aoe) s a. sl Sl, TA ig” (Xi, 
MSE AAE Q, 中 的 轨道 收 伐 ， 对 AEQ € 
wae estas 


VOX) as 
-PRY ad 
入” Oe) 


wR FOS 6, XUN, FEY, Ws |X] +o, 
(5.34) +H FR AR UO, 
证明】 利用 大 HR 230 WC Dynkin®O) 


Eyl (%) -F &) = Hix. AV (Eads 


wie 
0 


= Ex! * OF X dO, (8.85) 
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于 是 as fi 
Egz Vio <V, 
AAt Markeovit HF (CX), A 
Ee) = EV, a) |X = BV (TD! Mad 
Be RG AT oe a 
PF (CR) | Me1<V CRs), as 


Wl, OED, MYER ER, RRMA T VK iy ke oe 
tk, JOU CX) 对 几乎 所 有 在 .@ 中 的 雪 道 收敛 。 
BHX XEQ, E 
{ sup V (XDA = pV (NN), 
giao : Qiii 


MEERA, Mh 6-34). 

HRAJ, 4) x i--ON, F(X)—>0, Mi (6.34) 中 的 
MRE PO g 
三 、 五 = 柬 时 的 一 般 渐 近 稳定 性 条 件 

定理 6. 如 (FERED RR ADA Re. HE 
Q.4 4 AV OA ROK, HH 


bX) P 0, WHY CX), a8, 





wee. pub. 上 XPD -P +O AV XD ILE ET 
at pede ay, OR S50 (9.84) 26 TOR AGA EB PE 
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r, 
‘a 


BRONIE Qy, 中 一 HORS Es ME RR Q BL 
iñ., žr 


i- 


Xp (ie 2hCX) <er] igi Q,.2P,. 


MRETI FAAR ACR AHX] 
AY. V(X) — oo, W l l 


KN KFO SK, S, 
t> > 
Em ARA E QNX kE Ae WAT. ALLE 


ATEC E WTS. SERAN, 则 可 以 {XiX 
= OF} RRR N EE <e}. 


GEMI WW RAF AA "ve>0, HP XAR 
KA(X Ey Sey 1s, PRAMS Bae as 有 限 的 ” 
2-H ` 

VAX Bem, T (t,e) geen WTA aie CO, EIP, PE 
kork Bed fa), Wan, 有 

V(X) ~ EV OX) + VIX) = be | AX as 

eE ri” (tye), {6.26} 

iki+co, 上 式 两 端 取 极 限 得 


V(X) eT" (09,8), 
AT HER 


kX, 2 +0, 


FIR FAS. SO AIX OOS. Qi 中 
AX CQ HE RCX) D0, 因此 存在 8.0, 使 当 0<e<s。 
PY, QC." E, EEROR — Be RE SEE ML, 四 站 Co 
iQ. WERNE, BERSED, 

事实 上 ， 国光 e2>0， 由 k H — BAH, 存在 6" (2) >0, 
ERIX (e) 时 ， 有 

(ECX D -Xa [<asy2, 如 二 集 的 距离 为 0, 测 存在 及，， 
X RER ESX X LS (2), HALE) 一 X21 
>>e/2， 这 与 k 的 一 致 连续 性 矛盾 。 

EL oP Markovit MFA {on}, {oa}. | 


o, =O, , 
-To 一 inf (tek, EC. ts 
rps inf {#,%+€Q@,NC,' st > ts 


ov,’ = inf {tX EC ua to i} s 


aasin A EQN, Dhs 


aa 
Cn’ =ini{t,X, € Osz a 


H, FESO, Wi 


sup Px{ sup | Xa~ X> Se) 


2 





<i, 37) 
念 
AA {oN on EECa NQ Osp, oooh. 
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Hoh FRA Lda, Pi Xo) BBA Koj. = CL 
NQ 的 总 时 间 为 无 限 长 ， 这 与 前 而 证 骨 的 事实 矛盾 : Ho R 


EBF Ee A Ane 有 从 而 有 s X ans Œ- ä Ur 
Hi FHLALA,. Ay, very tay & A” ons BAX 4n- 8 N on Al WIR, 
WH Levy ase, 由 之 Kano, ais 可 和 锥 得 
= Pridal, A esd KOO, as 
BFH o 
Pelda] Aon} = Pilla Eont = Pe a) 


f o 
(PRX. ERN LS) Op<o0 
2e) 





SPE { sup. |Xs~ Kol< } X goco} i 


wt. 
a Kpc - 





( 内 为 {0: sup [Xa - Xoni Be CO) yoo} Ay) 
Sat 
施行 >a Ps {dal ~ ont Pe i3 x ee s HOn oo. E 


概率 1 只 能 RAHBEK, 亦 中 几乎 所 有 o EQ, HE on<Z00, 
Alle xt 限 多 个 n 值 成 立 ， FART UF AS AS BUTE Q RO DLIE 
X,=X, HF EERE WEAK, 的 总 时 间 ars. Ay PR , 现 叉 证 
mT xR LEAL UREA.» teat 


Xx, = Xo x CX) <E) N Qaa teon, eDi, 
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XUN XRO LINGAP 


HEHE A<loo, WITRE s HIX|> nh E 
FOD oo, MIX peo, AUT FO 00, BIA As 
(Ex, ete 0, H, h RUT ey E 

Xe {KEN eS 1X, BCX) =O}, as. B 


§6.4 有 共性 与 不 交 测 度 


不 怀 测 度 的 存在 性 ， 实 项 上 古 一 种 稳定 人 性质 。， TEE 
的 存在 性 问题 也 全 Ntarkcv 忆 程 理论 中 开始 较 旱 哆 研 完 时 题 ， 
TERA Markov RVC, gh IER T Markovi ff tiA t 
DEARA RI EE ERARE TEM, ii 
Markov 链 一 定 存 在 不 变 测 度 .类 但 的 命题 对 一 般 的 Markov 
IER RL, WEA EAH RET ABT. F. FA at 
有 Harris! *, Fogel 等 人 ,但 他 们 是 在 所 亩 的 “ 某 件 人 
FPG EE” FORT AND BE FETE TO BB BER HF A i E 
JOR EE AGM FARM, 60 EE F170 ERB}, Benes, 
na 与 Senliffes!*, F) H Markov-Kokutani 不 动 点 定理 
得 独 了 了 较 一 般 Markov 过 程 存在 不 变 测度 的 AER. 神 
BAB, Beboutoff555 把 有 限 Markov 链 情形 推广 到 了 坦率 的 
紧 距 离 状态 空间 ， 证 明了 任何 紧 距离 空间 上 前 Feler 过 程 ， 
一 定 存在 不 变 概 率 测 度 。 Ito. TRE ARIS PRE — BPE 次 
Feller 过 程 ， HRSZ Ep Zakai3, H3, Miy aharait” 
分 六 A Teo 这 程 得 到 了 关于 二 变 调度 的 te Be By ES 
ky ay EM BAT EE Po i BY PE 


S44 








RR. AU Le THESE E., RR SISA R25), 
E26)¢6, Ae IAE Eee Se) BS eT ae Ze BE PR J a 
E. RSPR ASL. HERAT AER 
ATE AY SAY BE TRL Be RTL, BE A N E 
Z, di Miyaharapy — sey AA AE Se Ae ee 
TAA AE RS 
SB Ito 系统 | 
aX G) =b(X @ dito (XQ dW, (6.38? 
其 中 ,ERY = (b, (X), oy OC), GLX = 《agri 
FO A k 维 标准 Wiener 过 程 
WER i FOX), o (下) 满足 Lipschitz 连续 的 条 件 ， 显 然 (6.38) 
的 艇 过 程 是 一 个 齐 次 Belier 过 程 。 
”定义 6.4 过 程 三 (是 称 为 BO 次 终归 有 界 的 ， 如 果 
HEP MME DO, WEHE- EEA | 
lim sup Er| XC) PSE. 
FLEX) RMU NORE KWL 3 ASS ONO RES N 
EE -R PERE, MACRA 
CES FC) Hee BATHE SR 
等 。 
定理 6.11 如 果 系 统 (9， 38) 是 pKa IE, 则 它 在 
让 有 限 的 不 变 测 度 。 l 
【证 明了 对 平 给 定 的 初 态 开 (0) = XEE, Ti (6.38) 的 - 
FR X=) 是 一 ARK Poller Mite. an 


Bea EP TFA, NRL, 6.89) 
MID, CF) 7 C PBR PETS Bg, LAU 
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G) Ps0, WES 
GD @yGd=4, 
Bs EE, bit 7 |A EE 部 以 同样 的 符号 0)} 记 由 
测 诬 。 
PBN =, 2, +) aE E CHAD, Ri 
lim inf PEEL, (6.46) 


rd OU, {X | XN ict}, Ba1,2,-+ 
出 设立 an piki ait, WOR A Pa aK FL, 


EyIX@ SK, BE ESP, 
利 Menu men Se RVR, FF 


Pi X DOOK, PET, (6.41) 
ER PRAE | 
PUR, 21- E/K, AF OT, 6.42) 


THR, RPM TARR. 
soron IF ij 1 TC 
(D> Fl, PGX Oy) dt> pN- TA- K/h") 


| SEN DL, (6.48) 
EA, BH VEO, Fk (e)>0, Note) 守 0， 伍 得 
OT, Ple, kp kek, ANS. (6.44) 
Lal Hy By C+) ER Se TH PE, 从 而 存在 一 个 名 (2) 0, , 使 得 
PUp, yF kek BN S=1,2,, Ne 6. 45) 
SEER (S.A AG, 45) EMR AF (6.40), HE Ps) N =1,2, 
的， 
HÉ N =l, 2，…}) 的 属 馈 性 ， 语 挫 得 存在 一 概率 n E 
De) fi 一 PFA Fi {Oym,m =I, 2,---} ie 
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fim yn (D =$(f) ,对 于 f EO. (6.48) 
利用 此 术 等 式 各 了 EC 的 有 界 性 以 及 Tsf EC, A 
. 1 Nn + l 
BDF) = limay f Taf (X)as 


R 


i ONG AE 
= lint y aa TF Ods+ ga." Ref Kas 


-| Tf 0 45)1= B00)), 


对 于 fEC， Ato, (6.47) 
de Sok BHO) FE CO Ry — PEL 上 帅 


[ 注 由 定 更 6.11 的 证 明 易 知 ， 系 统 (6.39) 的 不 迹 调 虚 不 是 唯一 和 的， 每 个 
HX (0) =z， 决定 一 个 不 变 测度 . 

Boh, MLE, EE A CRE oa RATE 
X(t) WP SCAB LE EB, PIT ARR PMA. 更 具体 地 
BO PEME o PERRET RRB Ro nk eR ore 
ECE, H 








Elmin Tt AH g 2U | oo, 
HPNA GE (6.48) 
MEAG, 48) R MAE EE 常 返 的 
RY i457 ep FPR, et 过 程 xe) ii AA YP 46 HR 
ATE TTB, RREA TE ee 
S612 LUM FOP PRR, AMEE 
THRE Wip Ba fy 


f IX i paxr<es, 


GONI $ID = (XP BSCE) = xm FD D. 
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SUE ACH Hep. H p KATAA ERE, m 
Wh fete — ie K, we a 
lim supë rf AXPE", HHE--X G En 
利用 对 于 具有 不 变 测 度 的 Markov TRER E R 见 
[5238]，D. 58), 存在 极限 


lim £ È PA = f*(X), (@—a.e.) (6.49) 


BtA) = Bf), (6.50) 


这 里 Tf = 上 Fa Pky X, dY), 


Efa (X -| FeO 9@X), 


FR SESE Fi CSF XD Hi p RATT BE BE, 我 们 有 
tna sup g A DAOS ima sap y APEK’, 
Xf FUE —X EB. (6. 51) 
由 (6. 49) ACG. SORTIS 
JADOK (~ao) 
iE, RNE l 
Ef EEK!. {68,52) 
(6.49), (6.5 RUBS RtfCX) Gree), BRHF 
E,f(X) = lim Efa (X) = lim B,fAGO<K'. M 
$306.18 MRXG) Lo nKeRAA AH, We 的 


TAIR 


E- VP RR AE ME o ME 
FX lo 对 任 一 p>>0. 


36.5 不 变 集 的 稳定 性 


在 常 微 分 方程 稳定 性 理论 中 ， 由 于 阁 在 这 样 的 例子 ( 最 
简单 的 例子 就 是 “阻尼 谐 波 振动 ) ， 系 统 是 浙 近 稳定 的 
但 不 能 用 通常 的 廊 洒 去 找 出 一 个 满足 和 arynos 定 理 有 所有 末 
件 的 :Tsmyaoe meee, Arik, FE 50 年 代 初 就 引进 了 不 变焦 
Re, WEN TKS ERE eee, 

Xacpunncenn 在 他 前 著 作 ( 见 第 工 章 文献 Fi ) 的 第 六 
EST, WH BRT Nha 


L= + DoS 
L= Er + (4CXN 48), 2 7) + Baer, KA 


SIDAN Markov abt X O 的 不 变 集 的 随机 稳定 性 ， 建立 了 

类 似 于 定理 2. 刀 的 关于 不 变 集 的 随机 稳定 性 定理 . 
Kusbner!!?) 将 常 币 中 的 甘于 不 变 集 的 稳定 人 性 定 天 《 导 
SR ASE TE EL) 推广 治 了 随机 动态 系统 ， 证 雪 了 极 眼 集 为 
不 变 集 的 不 变 集 定理 以 及 头 于 不 变 集 的 稳定 性 定理 。 但 他 的 
直 赤 集 定理 是 在 所 谓 条 件 组 (B,)_(BJJ 下 得 到 的 ,而 其 中 条 件 
(B,) SE BR AK BE EAT. SMR BON Ste Ito 方程 

AX (D =bCX (Hdi te (XM dV, 

XW) =X, 


BME, ushar EREDAR, EU ED 
过 程 作 了 一些 改 进 , Ie ETR STERA e E en] 
AAW, WtiKushner HAR BD ABD Ps AS 


aa 


TEREE BERAK KE T Kushner Hiu H, A i HE 
广 了 Kushner 的 不 变 集 定理 . ASE BRE SP e a ee 

TERREA oh. 浩 用 区 ushnerc5 引进 的 一 些 RS 
is. 
一 、 一 些 概 念 与 符号 

WCE, B) 为 一 个 局 部 紧 、 可 分 距 讽 可 测 空 向 ; 
{X (4) C202 HB) WIRE, POX, A) (ACB) 
为 其 转移 函数 的 Markov 过 程 。 

ARRE, BY EARE BR, 

oe € Ms WPLX OCA apd), VAER, Weer 
过 程 下 人 的 韦 始 分 布 。 

Yt SO, pe Ms, ESM 


milt p, A) af POX, DPX, yA Hw, 


Hmp D EA, Bo EWT Boe BF EE mh. 
mitts p = mm sp  t, 520 (6. 53) 


定义 6.5 概率 测 诬 族 NC 公 趾 称 为 不 谈 集 ， WAR Voh 
EN, 存在 概率 测 WE we. Gn! Gp, 86H) TE VICE, 


有 
we CE, DEN, m (OP) =e 


AWM iso, sch, 有 
mit, m' hs, Y), =m" (t+s555,°), (6. 54) 


Te Rm’ Gah, e)s EB} yi LA m (0,8, O=) R. 
Fr (6. BD i — A LR. 
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定义 6.6 ibm AShA-PE, BEC. 如 果 
MVFECH), 有 


{fm FOPA, no, 


5% LOCH) 3258 马上 前 有 界 连续 西数 的 金 体 、 


WY REI be) REY 加 IEICE tne, 
定义 6.7 EMC ERE ight), MB yeo, 在 
AERBECEH, EA l 
WEN K)<e, 对 EM 威 立 。 
PRM AERA SAT. MESM 中 任 一 无 穷 子 列 者 有 验 
We FF, 
ENGOS Kec 4d, T 


W (py Apap © Ms Ata) pte * 90 BAR Bh Chas PS MER. 
Wip H {mE Py -Jo AY ie] 极限 集 。 


二 、 不 变 集 定理 . 


3186.14 如果 弄 性 .在 是 紧密 的 ， 则 MERZA. 
证 明 见 [如] 的 定理 1.1.4.. 

定理 6. 了 5( EAE) pcd, WI 

D BRU BEE (mg), tO} a Ra. 

GD IEEE, Vil CW Co) on CM, Bin > tb, 


A w 
mlt, tins . jm (our, *) 


ROW Cm) seb, EE. ADA A RE 
GEMI AZERE AMW AR. BO: 








名 入 对 自 紧 且 相对 紧 县 包含 所 有 极 眼 点 . 
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WP Sei, Wve>0, IZEG, 使 得 
biG) > 1—e, VIEW @), 
HOG, Vero, FREG. 使 得 
mip BN Ge, Wize 0, 
ER F(X) ECB) OSPR fe = 0 


人 F(X) mld gs dX) <p ENG, )<e, vied. 
Hb ew Cp), 则 习 如 09, 使 得 mC) 芝山， JAG 


| fpa@x) <e, 
DEN 


| - FOO <2e BENG BF 型 集 ， 所 


JEN, 


ENG,” = Foe 
fob RLS, F, CP iih, (X) ECE), 
0, XEGe 
aD = { 
L XEF a 


Oak <i hy, 存 G, 上 为 0， FL ha Grey neo, E E 7 
iy hyje i a T, i 

af an ‘(DPN WH ELGOS, Ase Cp) 
TRI a 的 

TEF EAD ER. FERRO OW Cp), Cp) 


ERE, k FFL BR TF hh. WUE CW P). 对 
FAW, A tnt) $00 Goo, E fm a'd ph 


Ba" pine OO, HA EER i A ttn’ 十 工人 > 在 【人 FERN 


« 
JÜ 


有 二 .重要 率 测度 序列 {mim ) 9) nn! i,t), 


MUI mh gp) mE oh 


mii Aap)» miil) 和) ce maB) p), eb, 


mii Cr! Dp) ’ mi (n' Jp) te» mitin dp) >“ Bs. 


南 F27] 的 引 理 4 知 ， 存 在 二 重 数列 {nD} 的 一 个 子 列 
人 (有 二 1 下-~co (hoo) ,使得 minl 


mi, Hep CW Cp). a 
最 后 ， 我 们 来 证 明太 (9) 是 个 不 恋 集 。 
ER PEW, MEWO RE 义 ， 忆 加 =oo， 使 得 


miep, METE a VA FF Lt) 使 得 对 任 给 
WERE t, € 


man kp,- o, 3s. bem, 
Heh, DEW HIE FICE. 


SEC I HPM- lp ERKEK i HE TA 


{init fi 得 miin lp, obit, “ye -MAH mlt- 2 »P) 紧 - 
Bis TELE tea} {int}; 使 得 


Mitan Dsp, oy (2, ay: , 
存在 {tng) Oy (im EA, E 
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Weta > krp Oe), 
PAS Ete Hy BET RDO, HIE. BDA 
TH Chu + fts, -} = mitt hy miin = ks p) > Or, Yake 
Hob, b, Amit k db, O, FR 
MC fnr + És Ds +) BCH +) icco, 
ATT s0 tE E 有 
nt8 m tui Esp), = mitts t tasGs*), 
tooo, MAGDA o 
m(s Cf), = hits), 
RPG, D EW p, Hp Ey, OEE} 
AER L Ay FE (6. 4) A EH, h  PeW cp) AL fE 
SR, HVEEM, f 
“UHR APeller fe Way, E6. 15 a8 4 GD TY 足 ， 
HE, RG eH — ay 
定理 6.146 SON Ve Cd BVT BD OS {px 
noel} > pal 时， 有 
Wty Pa) mt, p) 


HTE R EAA Ct), tO} de Feller 过 程 。 
[EHT AE. XG, teO} A Feller Hi, {ga} 
479, WU F ECA), 四 








= EAL mtu kh, PERT tarak YEE, 
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(fF (Xs pms dX) 
=|, 上 FAXPG, Y dXp (dY) 
=Í DS rpd], TAO pY) 
=| FOO np a), oe 


rat, Pas "} mn bs Ps +) . 


DEE. BXO)=X,Ck, (XG nSYcé BX) 
IX ys Up EE RE ALE ORE R n= 0, 1,2, + 


FLY a) X pno, 可 paps n->o0, FH GD, A 
Cts Pad > md, p), 
Hef EOL), FH 
[A OO mpera XD 
= ez FF old) = TF (Xn). 


lal es 
[foxy wt (by p dX = TF CRY, 


BG Df CX) > Tf CO), BEB T, ECW). i 
三 、 不 变 集 的 稳定 性 
“oX, DA inf IX-X, ARX uE UAE 


ubed, Ri PIEEO = ORS A ERGY fs Gave OY 
355. 


Wisc HE Rite ASO, Ce PRR, .定义 形 tp) 的 支柱 全 
ASC CW (py) & peg CER SCP Cp) 48 he BD. A 
Ae Ba, CVA A REE. To Ra PR 
变 集 的 一 种 稳定 性 克 。 
定理 6.17 USE TE GIB RIE OO mar, MLO, 
ESO RRF W ip 的 支柱 集 的 闭 包 ， 即 Ts2>0， 有 
limPe(o(X(, SUP Cp))) >e) = 0。 
DEDI 8d @)) 40, Ue BCs, TERE 
be, Wer, 和 
iim PAX (HEEN Ue) =t 《全 和 
AAO MRE UMM. 
REO RBS» 由 有 基 个 >0， 32,50. 及 tbs } -= oo, 
th 18 
PX CO) EEU O a8, 
RF ECA 如下; 
1, ne ; 
Amt efo Yis 


cfg H JOG 


Patil) . fet 
Fimth, pyle f Joa FYN pd} 


arsle? 
+ | FAm p aX 
EU ace} 
= 0 + mith, p EtU) 
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= POX) ERIU CY 
>P Ax (i) € EVO} 
mee, PO, | oo 
VEN TO >e >0, MAREN DO BEKOM E 
ERUERA. ERR, WHER XE ENT, OMA 3 
RUCK), HOE) =0, HEMT HE, IRR 
(U(X), KER. ELAM RS FOZ) O CE) 


使 得 seg eee 
Uv (X) = ENU 上 (ce), 
“FP Bi 加 7 
WEND ar EO) Œ = bU D= 0, 


些 Hs a A 


FE BENDZIE H ee) 的 支柱 集中 的 某 


这 与 C 的 定义 矛盾 ! 
OWT ale) BE ORES eA a T 

CRM, Wit) Bathe. E 
TEL EADIE Phushoer (001270992 BS (i) AE) 


m, ROMS HE BE ORR 
定理 6. 18 (Deed, UNH ERER, BE - 
Sh BE e BY PERENE. 

Gi) HoE Ms WREE > 0, HE Vic Alh 4 


p= mc, p) Hy ý 是 不 变 测 度 。 
推论 6. 19. 设 定理 6.15 MEO, GDA we HX vx 


EE, iooni, 47 PUN, ecX,), M 


boat, OE, ?wa 
Fi Ap ASRS 
证 HA SLOT INO HEEB IRIE HE 


86.6 系数 为 Markov 过 LEW FE 


AERA, RNAI RR SARL oe 
分 方程 稳定 伯 .有 些 作者 ( Kaci Krasovskii), Frisch? pe 
下 其 他 人 ) FEE im 

a =F., X00)) (6. 55) 
7 BE EEA SAS HUF PEAS HER LEY, FY Jo EnH ÉY nl fa, if 
HX) ERTE hMiMarkovil#, WEHE OEH F 
FARA E A R: 


L= GOD) Ie, 2). 
Bi iat? a i Aaa > 


BRIX GS, YG) 也 起 一 个 Markov HA, YAT AA 
STE PS 2c 0 ah Ee N 


er ar 


LV Se CECY, "ha O00 i), ral 


3 Ste, XD, x Pr, 
PEE ,对 于 过 程 G. 55 EUR F D =0 的 稳定 性 研究 ( 仍 设 
Of X)=20) fe dtm) Markov 这 Fi CEO), Fy 
关于 m HME HY = OF) Bae ERR, PUE. A 手 定理 
2 IRUD, FRAT So 
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定理 6.20 BS SHE e0 和 方志 -0,1 了 1<Z<#os 在 
在 一 个 图 数 F 开办， 其 或 许 除 去 集 了 = {0) 外 ,处 处 关于 
4, FEEn EAT, EF XECE WAKES, THB 

LV<0, Wc¥,6,) =0, 
imi F(X,Y, Ð) =V,>0, FOLE E. 


tra,i¥lee 
WR He C5. SD AAR = OK F a tPA BL Se A, 
lim Pf{sup| Y O (tee, XO) =X, YW) =Y}=0, 
Ivj—o too 


至 今 所 考虑 的 很 多 有 意义 的 问题 ， 都 无 形 如 方程 (5.55) 的 简 
ERTE. PIA, FERETI R ER E 
Woon a oa 
T FAY (6.56) 
AALA E. Ibe a — PR, WEG) 是 一 


y (4) = yo) oxp{ { "FLX (s) ds}. (6.57) 
BEE. HARARE ( 参考 第 3 音 1 一旦 


F= | FOO uldX) <0 


Bion. WAM YO) ERTA. ROR 点 是 过 程 PO) Ae 
稳 分 布 。 | | 

区 则 详 前 方法 宁 证 明 ， 如 果 六 2>0, 则 系统 (8.56) 是 不 丛 
定 的 。 

MDF. DORRA p 稳定 性 的 条 件 是 非常 复杂 的 ， 到 
HEA m= 1 的 情形 也 是 如 此 。 

H ty Hy C6. 57) HETG 


an 
a1 
心 


EYO [PIXO =X; yO) =y} 
= |yl"Eroxp {p { FOX 6ds). 
WF A), in Ep hya aifi, BARA ewite 
BOX) AI a, (E) s ory oe CX)» WE WK fJ aT kI 
(Dynkin!3), aay : 
-u,e = Kxexptp f FOX €s) ds} 


RATO 


Su Oy 
“Sp > DLX), ax > 
+ is (0,4) 4s) ut pE(X )u (6. 55) 
Bate JX À 


hy — i BA Pile te 
l uX D =i, 


Tin =10t, RADDA] p 稳定 性 问题 就 化 为 间 
Bi (6.58), (6.50 的 解 ， 当 dock} HOMER ESR E. 

WH ml, SRT. Frisch!) 引进 了 一 个 线性 偏 
微分 方程 系统 ， 解 此 系统 ， 我 们 可 利用 求 积 去 确定 满足 对 于 
{Em 1166. 560 HL Yc we, 

.具有 有 限 多 个 状态 的 时 齐 Markov H XG) 的 请 形 ， 
Egi Kac Al Kpacoscran i 研究 过 。 特 别 对 于 系统 的 区 方 稳 
定性 ， 他 们 的 文章 给 出 了 一 个 代数 准则 . 

这 一 节 中 ， 我 们 促 对 此 问题 加 以 评述 ， 而 未 能 在 这 里 详 
Aiie. MEIER MANERER, T ER EAR. 
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